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Resumen

Desde el descubrimiento en los anos 60 de que la gran mayoria de las estrellas se
hallan en un estado de inestabilidad pulsante, se vienen estudiando las pulsaciones
como mecanismo para obtener informacion sobre la fisica y estructura de interiores
estelares. El avance observacional logrado durante la ultima década gracias a misiones
espaciales como CoRoT, MOST y Kepler nos ha proporcionado una ingente cantidad
de datos sobre las estrellas observadas que ha permitido mejorar los modelos tedricos
de estas. Al mismo tiempo, esos datos, analizados bajo las herramientas matematicas
clasicas y habitualmente utilizadas en el estudio de oscilaciones en todas las ciencias,
estan dando resultados que en un buen niimero de casos se hallan en disconformidad
con las expectativas tedricas segtn el nivel de precisién alcanzado en las observaciones.

El procedimiento habitual en el andlisis de las curvas de luz estelares se basa en una
manipulacién de los datos que introduce hipétesis de base como la descripcion de series
temporales en una base de funciones ortogonales, concretamente la descomposicién
en una base de Fourier.

Asimismo, para el tratamiento de datos procedentes de observaciones interrump-
idas, se considera suficiente el uso de una interpolaciéon lineal en los huecos cuando
estos son de corta duracién, o el uso de herramientas de anélisis que asuman la no
uniformidad del muestreo cuando los huecos son de mayor duracién.

En cualquier caso, toda la interpretacion fisica posterior depende de la coherencia
interna del conjunto de hipétesis necesarias para su interpretacion.

En este trabajo hemos abordado el analisis de los datos de la mision CoRoT
desde un punto de vista no estandar. Para ello hemos desarrollado herramientas y
técnicas de andlisis que permitan llevar a cabo un estudio completamente neutral, en
el sentido de que para poder validar hipotesis basadas en las observaciones, los datos
deben estudiarse sin introducir sesgos.

Asi pues, con la premisa de que el tratamiento de los datos es correcto siempre
que no se altere la senal, se ha planteado una alternativa al uso de funciones analiticas

como kernel para las reconstrucciéon de la senal en huecos, ya que esta técnica, usada



INDICE

habitualmente, se basa en hipotesis ad hoc. En su lugar, se propone una técnica
cuya predicciéon de valores futuros de la serie depende tinicamente de la informacién
contenida en la serie. Esta técnica basada en modelos ARMA se prueba en series
sintéticas y sobre las curvas de luz de las estrellas observadas por el satélite CoRoT.

Una vez las curvas de luz han sido preprocesadas y se han corregido efectos sis-
tematicos y huecos, el paso habitual en el anélisis es pasar la serie temporal al espacio
de frecuencias mediante técnicas basadas en la transformada de Fourier para lograr la
identificacion de los modos de pulsaciéon. La interpretacion de los resultados, ya sea
como frecuencias de pulsacion, ruido u otro tipo de senal, varia segun el caso y las
hipétesis de base de las herramientas de anélisis utilizadas. Dependiendo de cuéles
sean estas se obtendran distintas frecuencias significativas. Por tanto, asumiendo que
los resultados de cualquier analisis cientifico han de ser objetivos y reproducibles, se
ha desarrollado aqui una herramienta para la deteccién de frecuencias que se basa
en el principio natural de que todo aquello distinguible de un proceso estocéstico no
correlado e independiente puede considerarse significativo. La eficiencia computa-
cional de esta herramienta permite su uso masivo para analizar la cantidad de datos
observacionales que se obtienen tanto de CoRoT como de Kepler.

El resultado principal de esta tesis es la demostracion de que las funciones sub-
yacentes a las series temporales de estrellas pulsantes observadas no son analiticas.
La no analiticidad implica que las condiciones para que estas funciones sean desar-
rollables en series de Fourier no estan garantizadas. En consecuencia, la necesaria
coherencia interna del conjunto de hipotesis habitualmente admitidas como ciertas
en el analisis de series temporales, no se cumple para el caso de las observaciones
aqui analizadas. En conclusion, se demuestra que el analisis de Fourier de las series
temporales de estrellas pulsantes observadas desde satélites presenta inconsistencias

internas.
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Parte 1

Introduccion






Capitulo

Plan de Tesis

“Omnia praeclara rara”. ..

Cicerén

la finalizacion del Trabajo de Investigacion Tutelada (TIT) del Méster de Méto-
dos y Técnicas Avanzadas en Fisica (MTAF) de la Universidad de Granada (UGR).

L a realizacion de esta tesis doctoral tuvo su comienzo hacia octubre de 2009 tras

El satélite CoRoT, que en ese momento se dirigia hacia el final de su tercer ano de
vida con una cuota importante de hallazgos cientificos en el campo de la astrosis-
mologia y los exoplanetas, abria asimismo la puerta a nuevas preguntas originadas en
la interpretacion de las observaciones y su contrastaciéon con modelos tedricos sobre
la estructura y evolucion de las estrellas, como es un ejemplo el origen del abundante
espectro de frecuencias encontrado en algunas estrellas pulsantes de masa intermedia
que no se puede ajustar con los modelos tebricos conocidos de estas estrellas. Frente a
la nueva problemética surgida se hace imperante la necesidad de reevaluar los métodos
y la practica del analisis de datos observacionales y de hallar una manera mas rigurosa
de comprobar las hipotesis aplicadas a las estrellas pulsantes. La labor realizada en la
presente tesis busca la comprensiéon de la problematica surgida dentro del paradigma
de la astrosismologia a partir del desarrollo de nuevas técnicas y el andlisis critico de
las técnicas habituales.

El problema fundamental de la astrosismologia, que es la identificacién de los
modos de pulsacion de las estrellas, cuya solucién es necesaria para la inversion de
los datos de la estructura estelar interna, requiere como paso inicial la deteccién de
las frecuencias de pulsacion. La deteccion lleva implicita la discriminacion entre las
frecuencias que provienen de pulsacion estelar y las que no. Este es un problema
en absoluto trivial que requiere una comprension de los fenémenos implicados, un

tratamiento correcto de los datos, y un examen profundo para verificar que se cumplen
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1. PLAN DE TESIS

las condiciones tanto mateméticas como experimentales, requeridas para poder lle-
varlo a cabo. El objetivo principal de esta tesis consiste en estudiar de forma critica
las técnicas habitualmente utilizadas para el anéalisis de datos en astrosismologia, y
en particular para el satélite CoRoT, como la transformada de Fourier discreta, y
desarrollar técnicas que proporcionen informacion nueva sobre los datos con el objeto
de identificar la naturaleza de las frecuencias presentes en las curvas de
luz observadas por el satélite CoRoT.

A continuacion presentamos el contenido de los distintos capitulos que estructuran
el plan de esta tesis:

Parte I: Introduccion

e Capitulo I: Plan de tesis.

Esquema general del trabajo de tesis describiendo la tematica de cada capitulo.

e Capitulo IT: Marco General

En este capitulo se realiza una descripciéon breve del fenémeno de las pulsaciones
estelares y la clasificacion de estas, una revision de las técnicas de andlisis de
datos en astrosismologia y se presenta la problematica que ha motivado la real-

izacion del trabajo de tesis.

Parte II: Eliminacion de frecuencias espurias mediante reconstruccion de

la senal

e Capitulo III: Efectos de la ventana espectral

Consideramos los efectos que tiene el muestreo sobre el espectro de frecuencias de
una estrella pulsante al introducir una ventana espectral, también presentamos
las técnicas cominmente utilizadas para evitar esos efectos mediante el relleno de
huecos, y proporcionamos evidencias sobre la necesidad de usar nuevas técnicas

que no estén limitadas a una base de expresiéon analitica.

e Capitulo I'V: Técnicas de relleno de huecos

Presentamos los modelos autoregresivos como técnica para el andlisis de series
temporales. Desarrollamos una técnica para el relleno de huecos basada en una

interpolacion mediante procesos autoregresivos de media movil (ARMA).

e Capitulo V: Resultados: series sintéticas y curvas de luz de CoRoT

Mostramos primero la eficiencia del método de interpolacion ARMA al ser uti-
lizado sobre simulaciones numeéricas de curvas de luz. Posteriormente, se utiliza

para reconstruir las curvas de luz de estrellas A-F obtenidas por el satélite



CoRoT. Se contrastan los resultados con los obtenidos mediante otras técnicas
y se muestra la rigurosidad de los distintos resultados y la necesidad de hacer
uso del método ARMA para eliminar las frecuencias espurias que aparecen en

el espectro a causa de la ventana espectral.

Parte III: Estudio de la validez del desarrollo en serie de Fourier de una

serie temporal.

e Capitulo VI: Consideraciones sobre la consistencia del andlisis de frecuencias

Se presenta la condicién esencial para el anélisis armonico: la analiticidad de la

funcién que representa el observable.

e Capitulo VII: El método de las conectividades

Desarrollamos un test para evaluar la validez del desarrollo en series de Fourier
de una curva de luz. Este método, basado en los conceptos de continuidad de
las derivadas, se prueba con simulaciones de series temporales basadas en el

contenido espectral de curvas de luz observadas por CoRoT.

e Capitulo VIII: Analiticidad de las series observadas

El método de las conectividades se utiliza para evaluar distintas curvas de luz
procedentes de CoRoT, asi como de otras misiones espaciales como Kepler y
SOHO. Se concluye que la conectividad definida de manera precisa en este
trabajo no es una propiedad de los datos suministrados por estos satélites fo-

tométricos ultraprecisos.

e Conclusiones y Trabajo Futuro

De la discusion de los resultados obtenidos se alcanzan una serie de hallazgos
que configuran las conclusiones mas relevantes. A partir de éstas se establecen

futuras lineas de trabajo de concreciéon y explotaciéon de resultados.

Paralelamente, tratamos de exponer un criterio para un anélisis de datos riguroso
evitando los problemas derivados de la aplicacién de los tratamientos que parten de
hipoétesis ad hoc no verificadas. FEn definitiva, éste es el error mas frecuente en el
andlisis de datos y puede llevar a una interpretacion incorrecta de los fendémenos
fisicos.

Finalmente, como legado técnico hemos desarrollado una serie de herramientas
que seran liberadas a la comunidad astrofisica tras la finalizacién de esta tesis. Poste-
riormente, este legado técnico podra ser incorporado al Observatorio Virtual Espanol
(SVO).



1. PLAN DE TESIS
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Capitulo

Marco general

At first sight it would seem that the deep interior of the Sun and stars
is less accesible to scientific investigation than any other region in the
universe. Qur telescopes may probe farther and farther into the depths of
space; but how can we ever obtain certain knowledge of that which is hidden
behind substantial barriers? What appliance can pierce through the outer
layers of a star a test the condition within?”

Sir Arthur Eddington

2.1 Pulsacion Estelar

2.1.1 Introduccién a la astrosismologia

Pese a que la teoria de la pulsacion estelar como tal se ha desarrollado durante el siglo
XX las primeras estrellas pulsantes conocidas, las Cefeidas, fueron descubiertas mucho
tiempo atras. John Goodricke descubrié en el invierno de 1784 la variabilidad de ¢
Cephei pero, de hecho, las primeras estrellas variables conocidas datan del siglo XVI
cuando David Fabricius descubri6 la estrella Mira (Christensen-Dalsgaard, 2004). No
obstante, pese a la acumulacion de hechos observacionales, no fue hasta el trabajo de
Eddington (1918) sobre las Cefeidas, que se sentaron las bases teoricas de la pulsacion
estelar partiendo de una aproximaciéon adiabatica y considerando las estrellas como
esferas politropicas de gas.

Los primeros estudios sobre pulsacién estelar se centraron en la comprension de
este fendbmeno mas que en su utilizaciéon para conocer la evoluciéon y estructura este-
lares. Asi, la primera explicacién del mecanismo de pulsaciéon estelar se la debemos
a Zhevakin (1953), por identificar el helio ionizado como vélvula para generar las
pulsaciones en las Cefeidas.

El estudio de las pulsaciones radiales gano interés por las Cefeidas, pero el estudio

de las pulsaciones no radiales, que se conocian por los sistemas estelares binarios desde
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2. MARCO GENERAL

hacfa mucho tiempo, no experiment6 un salto hasta el articulo de Cowling (1941) y
no se desarrollo hasta el trabajo de Ledoux (1951), en que se sugirieron éstas como
explicacion de las variaciones en la anchura de las lineas espectrales de la estrella 3
Canis Majoris.

A partir de los anos 70 se obtuvieron las ecuaciones completas de los interiores
estelares y se comenz6 a desarrollar el estudio de las oscilaciones no radiales intrinse-
cas, es decir, no excitadas por binarias sino por mecanismos relacionados con las
propiedades internas de las estrellas. De este modo, se estableci6 una conexién entre
pulsaciones y estructura interna de las estrellas que seria el germen de lo que hoy en
dia se conoce como astrosismologia.

La teoria de las pulsaciones no radiales es més compleja que la de las radiales
porque, a diferencia de éstas, se deben utilizar tres dimensiones para describir los
desplazamientos de la superficie, pero se utilizan una serie de aproximaciones que
simplifican el problema. La primera de ellas es considerar la estrella una esfera per-
fecta de fluido en equilibrio que al ser perturbada experimenta oscilaciones. Estas

pueden ser descritas mediante funciones de coordenadas esféricas (r, 6, ¢) separables

0&(r, 0, 6,t) = 0E(r) Y™ (0, 9)e'™ (2.1)

donde el factor exponencial complejo es la componente armoénica en el tiempo y la
componente angular Y, (6, ¢) es a su vez separable en otras dos componentes y viene

dada por los armoénicos esféricos:
Y{"(0, 6) = Py(cos 6)e™ (2.2)

siendo la parte correspondiente a la coordenada 6 el polinomio asociado de Legendre
de grado ¢, el cual representa el nimero de lineas nodales en la superficie (ver Fig. 2.1).
En las ecuaciones anteriores £ representa la magnitud perturbada, que puede ser la
presiéon o la densidad.

La solucién anterior es posible s6lo cuando se admite simetria esférica perfecta y
cuando ademads se tiene en cuenta una segunda aproximacién importante, que es que
las magnitudes perturbadas varien muy poco en relacién a sus valores en equilibrio,
de modo que el tratamiento matematico pueda linearizarse. Cuando se usan estas dos
aproximaciones junto a la de adiabaticidad en la ecuaciéon de la energia, se obtienen
unas ecuaciones de equilibrio estelar (Ecs. de continuidad, movimiento, Poisson y
conservacion de la energia) que al ser perturbadas dan lugar a la ecuacion de pulsacion
cuyas autofunciones son los armoénicos esféricos.

Las observacion de las pulsaciones se realiza a través de la medicién de las veloci-
dades radiales o a través de la mediciéon de la intensidad luminosa de la estrella. La

variacion de la intensidad es lo que se conoce como curva de luz estelar y, excepto para
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2.1 Pulsacion Estelar

Figura 2.1: Diagrama de contornos de la parte real de los armonicos esféricos. Los
contornos positivos se indican por lineas continuas y los contornos negativos por lineas
punteadas. El eje de 6 = 0 se ha inclinado 45° hacia el observador y viene indicado por un
punto. El ecuador se muestra mediante “+-+++". Los casos ilustrados se corresponden
aa)l=1,m=0b) =1, m=1c)l=2,m=0;d) (=2, m=1;e) {L=2,m=2;
HH =3, m=0;g) (=3, m=1h){=3, m=2;i) =3, m=3;j) L =5 m=D5;k)
=10, m =5;1) £ =10, m = 10. (figura obtenida de Christensen-Dalsgaard 2003)
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2. MARCO GENERAL

el caso del Sol en que existe resolucion angular suficiente como para obtener medidas
sobre el disco, para el resto de las estrellas se mide como luz integrada sobre todo el
disco estelar. Asi pues, los modelos predicen variaciones en la intensidad luminosa de
la estrella que siguen la expresion de una integral sobre todo el area del disco estelar
de la funcion que hemos descrito en la eq. 2.1. No obstante, al observar una curva
de luz cualquiera (e.g. Fig.2.2) vemos que la aproximacion lineal sélo puede dar una
explicaciéon parcial. En el primer panel de la Fig.2.2 puede observarse como la curva
de luz estd lejos de ser una funcién armonica. Esto puede atestiguarse también por el
proceso de prewhitening ilustrado en los demés paneles de la figura. Este proceso con-
siste en un ajuste iterativo de minimos cuadrados de funciones sinusoidales. En cada
iteracion se elimina de la serie la funcién ajustada de modo que, la serie resultante,
que se conoce como “residuos”, se utiliza como entrada para la siguiente iteracion.
Asi pues, si la senal es una funcion armonica pura, tras un niamero de iteraciones el
algoritmo converge a una serie compuesta tinicamente por ruido blanco gausiano. En
cambio, en la figura se observa como, pese a que la amplitud se va reduciendo en
los distintos pasos del prewhitening, los residuos finales tras eliminar 1686 frecuen-
cias siguen mostrando variaciones no aleatorias. Este es un fendmeno que no estd
explicado a dia de hoy.

Pese a la dificultad de interpretacion de los espectros de frecuencias de las es-
trellas pulsantes, la astrosismologia ha sido muy fructifera como herramienta para el
conocimiento de los interiores estelares y propiedades de las estrellas como su edad o
su radio. Una importante aplicaciéon en la que ha demostrado su potencia ha sido en
el caso de las estrellas enanas blancas pulsantes. Hasta mediados de los anos 70 se
desconocia la existencia de estas estrellas. Los primeros resultados se obtuvieron para
las enanas blancas DA, caracterizadas por la presencia de hidrogeno en sus espectros,
y con temperaturas effectivas en torno a 10000 K. Desde entonces se han hallado
otros grupos de enanas blancas pulsantes, como las variables DB o las de nebulosas
planetarias (PNNV), que se hallan en un estado de evoluciéon rapida. Estas estre-
llas, en especial las variables DA, experimentan cambios en el periodo de pulsacién
debido a su evolucion a lo largo de la secuencia de las enanas blancas. Asi pues, las
mediciones de distribuciéon en luminosidad de estas estrellas proporcionan una de las
mejores estimaciones que existen sobre la edad de la Galaxia.

Otro logro importante de la astrosismologia ha sido la aplicacién con éxito de
la aproximacion WKBJ, muy utilizada en Mecanica Cuantica (Shibahashi, 1979) lo-
grando obtener una expresion analitica de las autofrecuencias de modos no radiales de
alto orden n (Tassoul, 1980). Esta expresion (cf. Sec. 5.1.1.3) permite determinar con

precision propiedades como la densidad de la estrella. La aproximaciéon asintética es
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Figura 2.2: Curva de luz de la estrella HD 49434 y residuos tras eliminar distintos
conjuntos de frecuencias ajustadas. (figura obtenida de Chapellier et al. 2011)
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especialmente ttil en estrellas de tipo solar ya que estas tienen excitados modos p' de
orden muy alto. El descubrimiento de las oscilaciones solares de 5 minutos de periodo
por Leighton y Noyes en 1962 fue otro de los hallazgos més notables en el estudio de
las pulsaciones estelares dando lugar a una rama de la astrosismologia conocida como
Heliosismologia.

Por otro lado, se han desarrollado modelos teéricos més sofisticados que han
ganado en la precision de las predicciones al incluir otros fenémenos en las ecuaciones
como son: la rotacion (Suarez et al., 2006), la no adiabaticidad debido a la inter-
accion de las pulsaciones con la atmosfera (Moya and Garrido, 2008), la interaccion

pulsacion-conveccion (Grigahcene et al., 2005), ete.

2.1.2 Clasificaciéon de estrellas pulsantes

En la tabla 2.1 encontramos los principales tipos de pulsacion estelar hallados. Cabe
observar que las gigantes rojas aparecen en el mismo grupo que las estrellas de tipo so-
lar porque presentan los mismos patrones en el espectro de frecuencias que éstas. Esto
es, un espectro caracterizado por picos uniformemente espaciados y una distribucion
de potencia gausiana que cubre todo un extenso rango de frecuencias excitadas.

Si se tienen en cuenta los rangos de temperaturas efectivas y luminosidades rel-
ativas de los estrellas 0 Sct, RR Lyrae y Cefeidas, se observa que estos grupos de
estrellas caen todos en una misma banda conocida como banda de inestabilidad de
las Cefeidas (o Clésica), ya que éstas fueron las primeras en ser descubiertas. La
localizacién de estos grupos de estrellas en esta banda es indicativo de que comparten
el mismo mecanismo de excitacion, el mecanismo de opacidad asociado a la segunda
zona de ionizacion del helio. Otras estrellas que también tienen sus oscilaciones exci-
tadas por éste mecanimo son las SPB (Slowly Pulsating B) y las 8 Cephei, pero estas
no estan situadas en la banda de inestabilidad clasica y el mecanismo de opacidad
estd relacionado con los elementos del grupo del hierro. Por otra parte, las estrellas
roAp (rapidly oscillating A peculiar) si se hallan en la banda de inestabilidad pero
sus oscilaciones estan ligadas a los grandes campos magnéticos que poseen.

Las v Dor se encuentran en la intersecciéon entre la secuencia principal y el borde
rojo de la banda de inestabilidad y son pulsantes de largo periodo, es decir, por lo gen-
eral modos g, pero su mecanismo de excitaciéon no es del todo conocido atin. Algunas
de estas estrellas presentan caracteristicas espectrales hibridas con las estrellas § Sct,
como es el caso de la estrella KIC 006187665 observada por Kepler que estudiamos

en la parte III de este trabajo.

!Oscilaciones en que la fuerza restauradora es la presion, a diferencia de los modos g u ondas
gravitatorias, en que la fuerza restauradora es la gravedad.
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2.1 Pulsacion Estelar

Por ultimo, se conocen pocos candidatos de estrellas pulsantes pre-secuencia prin-
cipal (pre-SP en la tabla) pero en alrededor de 30 de ellos se ha sugerido la existencia

de oscilaciones de tipo d Sct.

Tipo de pulsacion Tipo de Periodos Amplitudes logTess (K) log L/Lg
modos
Solar-like P 3-10 min ~ ppm [3.70, 3.82] [-0.5, 1.0]
Gigantes rojas p ~ horas ~ 10 ppm [3.65, 3.70] [-0.5, 2.0]
~ Dor g 8habd <50 mmag [3.83, 3.90] [0.7, 1.1]
5 Sct p 15 mina 8 h <0.3 mag [3.82, 3.95] [0.6, 2.0]
roAp p 5-22 min <10 mmag [3.82, 3.93] [0.8, 1.5]
SPB p 15 min a8 h <50 mmag [4.05, 4.35] [2.0, 4.0]
B Cephei P8 1-12 h (p); dias <0.1 mag (p); <0.01 [4.25, 4.50] [3.2, 5.0]
(8) mag (g)
Be pulsante P, g 0.1-5 d <20 mmag [4.05, 4.50] [2.0, 5.0]
pre-SP: T Tauri pP,g 1-8 h (p); 8h a <5 mmag - -
5d (g)
pre-SP: Herbig g 1-8 h <5 mmag - -
Ae/Be
sdB P,g 80-800 s (p); <0.1 mag (p); <0.01  [4.20, 4.50]; [4.40, [1.2, 2.2]; [1.2,
0.5-3 h mag (g) 4.60] 2.6]
PNNV g 5habd <0.3 mag - -
GW Vir g 5-80 min <0.2 mag [4.80, 5.10] [1.5, 3.5]
DBV g 2-16 min <0.2 mag [4.40, 4.60] [-1.0, 0.7]
DAV g 0.5-25 min <0.2 mag [3.95, 4.15] [-2.6, -2.2]
RR Lyrae: RRab F ~0.5d <1.5 mag [3.78, 3.88] [1.4, 1.7]
RR Lyrae: RRc FO ~0.3d <0.5 mag
RR Lyrae: RRd F+FO 0.3-0.5d <0.2 mag
Cefeidas Tipo II: F 10-30 d <1 mag [3.70, 3.90] [2.0, 4.0]
W Vir
Cefeidas Tipo II: 1-5 d
BL Her
RV Tauri F 30-150 d <3 mag [3.60, 3.90] 3.2, 4.2]
Cefeidas Tipo I F 1-50 d <1 mag [3.55, 3.85] [2.0, 5.5]
Mira: SRa, SRb (=0 =80 d <8 mag [3.45, 3.75] 2.5, 4.0]
Mira: SRe =0 >80 d <1 mag
Mira: SRd =0 <80 d <1 mag

Tabla 2.1: Clasificacion de estrellas pulsantes. Notese que los intervalos son aproxima-
dos.

2.1.3 astrosismologia desde satélites

e WIRE (Wide-Field Infrared Explorer): satélite lanzado en 1999, su objetivo era
hacer un survey del universo infrarrojo pero no pudo completar sus objetivos
cientificos de modo que los sistemas fueron redirigidos para la observacion de

estrellas brillantes en el marco de la astrosismologia y la bisqueda de exoplan-
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etas. Los primeros resultados en astrosismologia desde el espacio fueron sobre

la gigante roja o« UMa (Buzasi et al., 2000).

e MOST (Microvariability and Oscillations in STars): Primer satélite cuyo obje-
tivo principal fue el estudio de la astrosismologia. Lanzado en 2003, iba equipado
de un pequeno telescopio con un espejo de 15 cm y una cidmara de luz blanca.
Sus principales objetivos fueron las oscilaciones de tipo solar, exoplanetas orbi-
tando estrellas de tipo solar, y el estudio de estrellas Wolf-Rayet (estrellas ma-
sivas evolucionadas). Inicialmente, la no deteccion de oscilaciones en Procyon

provocod una controversia en la comunidad cientifica (Matthews et al., 2004).

e CoRoT (COnvection, ROtation and planetary Transits): fue lanzado a finales
de 2006. Consiste en un telescopio de 27 cm concuatroCCDs capaz de detectar
oscilaciones con una precisiéon de hasta 1 umag, que es mucho mayor que desde
tierra. Su orbita polar le permite tener un campo de visiéon no perturbado por el
Sol hasta 150 dias continuos (Long Run). Tras eso el satélite rota para observar
en un campo intermedio durante un periodo de unos 20 dias (Short Run) y a
continuaciéon rota en direcciéon antisolar para observar durante otros 150 dias
de observacion. CoRoT utiliza dos de sus CCDs con tiempo de integracion
de 32 s para la observacion de las oscilaciones estelares y las otras dos CCDs
con tiempo de integracion de 512 s para la deteccion de exoplanetas (Auvergne
et al., 2009). Actualmente CoRoT esta en fase de decomisionado por fallo en
uno de los ordenadores de a bordo. No obstante, el legado de CoRoT es enorme,
tanto en la deteccion de exoplanetas con decenas de descubrimientos, como en
astrosismologia con la primera detecciéon de oscilaciones no radiales en gigantes

rojas (De Ridder et al., 2009).

e Kepler: Lanzado por la NASA a principios de 2009 con el objetivo principal
de descubrir planetas similares a la Tierra orbitando otras estrellas y estimar
cuantas estrellas de ese tipo hay en nuestra galaxia (Gilliland et al., 2010).
El espejo primario del telescopio de Kepler es de 1.4 metros y el plano focal
consta con 42 CCDs que dan una resolucion de 95 Mpx. Las CCDs tienen
dos cadencias de integracion, 58.89 s y 29.4 min. Las caracteristicas de esta
mision la hacen ideal para estudiar astrosismologia ademas de exoplanetas, por
ello los datos recogidos se utilizan también para medir las oscilaciones estelares,
particularmente, para las de tipo solar. Actualmente cuenta en su haber casi un
millar de detecciones de exoplanetas. Pese a que la mision ha sido prolongada
hasta 2016 desde mediados de 2013 estd funcionando con dos de los cuatro
girbéscopos con que contaba inicialmente por lo que el sistema de apuntado ha

dejado de funcionar de forma correcta.
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e PLATO (PLAnetary Transits and Oscillations of stars): Es una mision de clase
M aprobada por la Agencia Espacial Europea para ser lanzada en 2024 en una
orbita en torno al punto de Lagrange L2. El objetivo principal de esta misién es
descubrir y caracterizar sistemas exoplanetarios cercanos con una precision en
la determinacion de la masa de los planetas de hasta el 10 %, de hasta 2 % del
radio de los planetas, y de hasta el 10 % de la edad estelar. PLATO detectara
planetas del tamano de la Tierra y Super-Tierras en la zona habitable alrededor
de estrellas de tipo solar, medira las oscilaciones de tipo solar en las estrellas que
alberguen los exoplanetas, y medira oscilaciones de estrellas pulsantes clésicas.

Asi pues PLATO se plantea como la mision sucesora de CoRoT y Kepler.

2.2 Técnicas de analisis de series temporales en astrosis-
mologia

a astrosismologia es el estudio de la estructura interna de las estrellas y su
L evolucién a través de las pulsaciones. Las pulsaciones dan lugar a perturbaciones
en la densidad que se traducen en variaciones del brillo u otras magnitudes observables.
El registro de estas magnitudes en el tiempo permite computar sus variaciones y
analizando la serie asi generada, determinar las frecuencias de las pulsaciones de la
estrella. Estas, salvo casos excepcionales como es el de las Cefeidas, no suelen aparecer
como variaciones sinusoidales sencillas. Las pulsaciones suelen tener una componente
no lineal que hace que en el espectro de frecuencias aparezcan no sélo las frecuencias
correspondientes a los modos de pulsaciéon sino también sus armoénicos. Si la serie
temporal no se ha muestreado de forma continua durante toda la observacion, los picos
se veran convolucionados con una funciéon conocida como ventana espectral (ver Cap.
3) que esta relacionada con el muestreo de los datos. Esto da lugar a que aparezcan
otros picos espurios que no se corresponden a los modos de pulsacién. Ademés, el
ruido fotonico, a pesar de tener una distribucién espectral de ruido blanco producira
siempre picos en el especto de frecuencias de mayor o menor amplitud debido a que la
observacion es finita y el espectro no es completamente plano. Si a todo esto anadimos
la posibilidad de interaccion entre modos, los efectos de amortiguamiento producidos
por la conveccion, variaciones producidas por ciclos magnéticos, granulacion, flares
y otros artefactos, la detecciéon de frecuencias propias de los modos de pulsacion se
convierte en una disciplina digna del mejor detective.
Asi pues, existe toda una plétora de técnicas para el andlisis de las series tem-
porales que se obtienen al observar estrellas pulsantes segtin las condiciones de la
observacién y el tipo de variabilidad. En la tabla 2.2 recogemos las més comunes y

més abajo comentamos su dominio y limitaciones.
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Métodos basados en la transformada de Fourier

Periodograma Lomb-Scargle .
Scargle (1982)

Periodograma Lomb-Scargle Generalizado . .
Zechmeister and Kiirster (2009)

Significancia Espectral (SigSpec) R (2007)
eegen

Algoritmo CLEAN .
Hogbom (1974)

Periodograma multiarmoénico )
Schwarzenberg-Czerny (1996)

Maximum Likelihood Estimation (MLE) A b b al. (1998)
ppourchaux et al. (19¢

Meétodos que no usan una base arménica

Transformada Wavelet )
Régulo et al. (2005)

Minimizacién de la dispersion de las fases (PDM) Stelli t (1978)
ellingwer

Algoritmo Box-fitting Kovécs et al. (2002)

Meétodos basados en el dominio del tiempo

Meétodo de Entropia Maxima (MEM) B (1975)
urg (197!

Método de la Entropia de la Informacion .
Cincotta et al. (1995)

Tabla 2.2: Técnicas para el anélisis de series temporales.

Para hallar las frecuencias de pulsacién se ajusta un modelo a las observaciones
que serd mas o menos complejo segin sea el caso. Asi, el modelo més bésico de una
observacion Y, en tiempo t, consiste en una descomposicién en suma de senos que

puede escribirse de forma lineal como:

Yolt) =+ > AXin+e  donde X, =sin[27(fitn + ;)] (2.3)
i

donde u es la media y €, es la componente de ruido blanco, gausiano e independiente.
Este modelo puede ajustarse con cualquiera de los métodos existentes para el ajuste
de minimos cuadrados. Para hacer el ajuste es necesario hacer previamente una esti-
macién de las frecuencias que ha de hacerse mediante técnicas de anéalisis de Fourier.
La técnica méas extendida en astrosismologia para esto es la introducida por Deeming
(1975) y generalizada por Lomb (1976) y Scargle. Segun ésta la determinacion de las
frecuencias puede hacerse mediante un estimador de la densidad espectral conocido

como periodograma. Kste viene dado por:

LIS, Y cos@afi)2 [, Yy sin(2n e
P(f):§ ZjCOSQ(QTFft;]) * stin2(27rft5)

(2.4)

donde t; = t; — 7 es una redefinicién del pardmetro t que se realiza para que el

comportamiento estadistico sea consistente incluso cuando el muestreo de la serie
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observada es no uniforme. El pardmetro 7 viene dado por:

sin (27 ft;
tan (27f71) = %j - ((27;;;]‘)) (2.5)

Al representar la P(f) las componentes armonicas aparecen identificadas como picos
correspondiendo a funciones sinc (sinc z = %) de anchura finita que se aproximan a
una delta de Dirac cuando el tiempo de observacion tons — 00. No obstante, cuando
el muestreo es no-uniforme y altamente irregular pueden aparecer en el periodograma
picos de una amplitud considerable no debidos a la senal. Estos son lo que se conoce
cominmente como alias producidos por la ventana de observacién. La existencia de
alias en el periodograma implica que la frecuencia de mayor amplitud de la senal po-
dria no estar localizada donde se encuentra el pico de mayor amplitud. Para eliminar
los alias que corresponden a la convolucion de la ventana de observacion con cada una
de las frecuencias de la senal se suele hacer uso de un procedimiento conocido como

prewhitening. Este procedimiento consta de cuatro pasos:

e Identificacion de la frecuencia de mayor amplitud f; en el periodograma: para
ello el periodograma se célcula con un sobremuestreo que permite diferenciar

picos que, de otra manera, serian indistinguibles.

e Precision: se recalcula el periodograma sobre un rango de frecuencias en torno
a la f; con un sobremuestreo mayor para obtener una mejor medida de la fre-

cuencia.

e Ajuste: usando todas las frecuencias identificadas previamente se realiza un

ajuste sobre las amplitudes y fases.

e Prewhitening: se elimina la senal ajustada en el paso anterior de los datos y se

itera desde el principio para hallar la siguiente frecuencia.

Este proceso se repite mientras se cumpla un determinado criterio de significancia
basado en las amplitudes de las frecuencias identificadas en el primer paso. El ajuste
mencionado en el esquema anterior es un ajuste lineal que fue propuesto por Vanicek
(1971). Algunos codigos mas recientes contienen variaciones sobre este esquema,
como PERIOD04 (Lenz and Breger, 2005), que adopta un esquema més robusto
que el basado en un algoritmo de optimizacién no lineal, el algoritmo de Levenberg-
Marquadt (Press et al., 1992). Cuando la senal contiene pocas frecuencias esta aprox-
imaciéon permite recuperar los valores de frecuencias y amplitudes incluso aunque
éstas estén muy cerca (Af < 1/T). Sin embargo, cuando el nimero de pardmetros
a ajustar es alto, incluso un algoritmo de optimizacién no lineal puede no converger

a los valores apropiados. En dichos casos, los valores correctos se obtienen sélo si las
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frecuencias son moderadamente cercanas (Af > 0.5/T), de lo contrario el compor-
tamiento del ajuste no lineal puede ser muy impredecible.

Ademiés de las limitaciones mencionadas a este método existen otras por la propia
naturaleza de la serie a estudiar. De este modo existen variantes para tratar de
solucionar los problemas encontrados en cada situacion. Asi, por ejemplo, se usa el
periodograma de Lomb-Scargle generalizado en series con pocos puntos en las que
la media real es muy distinta a la encontrada en el conjunto de datos disponible;
el algoritmo CLEAN se utiliza cuando los efectos del muestreo hacen muy compli-
cado el analisis, que es el caso de las observaciones de radiointerferometria; cuando la
senal tiene variaciones peridédicas no-sinusoidales el periodograma multiarmoénico de
Schwarzenberg-Czerny concentra en un sélo pico la potencia que apareceria dispersa
en un conjunto de picos en un periodograma de Lomb-Scargle; cuando la senal con-
siste en pulsaciones excitadas estocasticamente y amortiguadas como ocurre en las
estrellas de tipo solar, los picos correspondientes a cada componente en frecuencias
se ensanchan y para determinar los parametros de forma correcta es necesario hacer
un ajuste de perfiles lorentzianos mediante el método de Mazimum Likelihood FEsti-
mation. También existen otras aproximaciones que no se basan en una transformada
de Fourier sino en otras bases como es el caso de la Transformada Wavelet, que es
particularmente apropiada para el estudio de senales no-estacionarias; también es el
caso del algoritmo Box-Fitting, basado en funciones caja, que se usa para la detec-
cion de transitos de planetas en las curvas de luz. Por otro lado, el algoritmo de
Stellingwerf no hace uso de ninguna funcion base sino que busca periodicidades en
la serie mediante minimizaciéon de la dispersion de las fases. Por ultimo, también se
encuentran en la literatura otros métodos que estudian las propiedades de la serie en
el dominio del tiempo sin llevar a cabo ninguna transformacién de dominio, como son
el Método de Maxima Entropia de Burg, y el Método de Entropia de la Informacién
de Cincotta.

2.3 Criterio de correccion cientifica

Existe una enorme diversidad de técnicas para el anélisis de series temporales, algunas
de las cuéles hemos visto en el apartado anterior, y cientos més que hemos dejado
en la literatura. ;Como elegir la técnica adecuada?, ;como se pueden combinar las
distintas técnicas?, ;qué criterio se ha de seguir a la hora de hacer el analisis?, etc.
Para finalizar este capitulo introductorio de la memoria formulamos unos principios
que nos sirven para responder estas preguntas y tener una referencia constante en el

modo de proceder durante el andlisis de las series temporales.
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2.3 Criterio de correccion cientifica

Siguiendo los principios del método cientifico, el criterio de correccion cientifica se
basa en introducir el minimo de hipo6tesis cuando se hace un anélisis observacional.
Este criterio tiene menor relevancia cuando lo que se estd haciendo es un modelo
teorico ya que las hipdtesis no introducen a priori ningin sesgo en los resultados y
la validez de éstas viene justificada por la propia capacidad de descripcion de las
hip6tesis. En cambio, cuando lo que se realiza es un anéalisis observacional es crucial
evitar rigurosamente el factor humano y presentar el andlisis de la forma més objetiva
posible.

Siguiendo este criterio establecemos ahora unas pautas o postulados para el analisis
de datos que obligan a la rigurosidad matematica y son ineludibles para respetar la

objetividad cientifica:

1. Las hipo6tesis bajo las cuales se realiza el analisis de datos deben partir
de bases fisicas y no de una aproximacion matematica. FEl analisis
de datos es un método experimental de la fisica y como tal, sus bases deben
tratarse desde un punto de vista tedrico y no meramente como una técnica

computacional. Asimismo ocurre con la interpretacion de los resultados.

2. La forma funcional usada para la identificacion de cualquier patrén
en los datos debe ser lo méas general posible y los grados de libertad
deben estar restringidos tunicamente por la propia configuraciéon del
sistema. El proceso de anélisis de datos consiste en identificar un patrén en los
datos analizados hallando su representacién matemética, y a continuaciéon tratar
de encontrar la causa del patréon en términos de un modelo fisico adecuado. De
proceder a la inversa, es decir, determinar el patréon inherente a los datos y sus
propiedades matemaéticas en base a un modelo fisico supuesto a priori se corre

el riesgo de incurrir en un sesgo.

3. El analisis de datos debe ser completamente objetivo y no puede
depender de definiciones circunstanciales o ambiguas. La definicion de
lo que es ruido y lo que es senal debe ser una definicién fisico-matematica. En

consecuencia se derivan definiciones en los dos puntos siguientes.

4. Definimos como ruido la componente de una serie que se corresponde
fisicamente con un error de medida, y matematicamente a una funcién
estocastica cuyos valores son estadisticamente independientes y cuya

distribucién es una gausiana.

5. Toda componente de una serie que no se ajuste a la definicion de

ruido dada, es senal y debe ser estudiada como tal, independientemente de
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2. MARCO GENERAL

que la informacién que contiene sea de mayor o menor relevancia para una

interpretacion de los datos.

6. El espacio cubierto en el analisis de datos debe ser maximo con el min-
imo de hipétesis. El anélisis de datos parte siempre de una representacion de
éstos de forma que su informaciéon pueda ser interpretada. Toda representacion
se basa en una serie de hipdtesis que definen el tipo de informacioén que se puede
extraer. En cada caso el conjunto de hipotesis minima respecto a la informaciéon
disponible es el més objetivo. S6lo en este caso se pueden evaluar los resultados
de forma consistente sin tener que evaluar ademés las hipdtesis en que se basa

la representacion.

7. Un método adecuado para el analisis de datos debe ser suficiente-
mente simple como para que sus propiedades estadisticas puedan ser
determinadas con facilidad. De lo contrario, el método se convierte en un
simple procedimiento matemaético sin una justificacion fisica para su realizacion.
En este sentido, consideramos que solamente son definibles aquellas propiedades

cuya distribucién es gausiana.

8. Las técnicas de analisis utilizadas deben ser consistentes con las car-
acteristicas de la serie y los parametros de la observaciéon. Los métodos
que se utilizan para computar el espectro de potencias (métodos de Fourier)
sufren las consecuencias de suposiciones no realistas sobre la extension de los
datos fuera de intervalo conocido. Estas suposiciones llevan a ventanas espec-
trales que limitan severamente la resolucién de los espectros de observaciones
cortas. La aproximacion MEM propuesta por Burg (equivalente a procesos
ARMA) proporciona una estimacion espectral que carece de las limitaciones de

la DFT en las condiciones criticas mencionadas.

9. La elecciéon de unidades debe obedecer a razones fisicas. Cualquier
transformacion sobre éstas debe estar ligada a la invariancia en la determinacion
de las propiedades estadisticas, y no a cuestiones estéticas o historicas. Asi pues,
se puede demostrar que una transformacién de unidades sobre una funciéon no
lineal puede causar que propiedades estadisticas como la media y la varianza no
sean consistentes. En este sentido, el cambio de intensidades I,, a magnitudes

m,, dado por

my, = —2.5log(I,,/Iy)
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2.3 Criterio de correccion cientifica

que es una transformacion no lineal, no se utiliza en el contexto de este trabajo.

Asi mismo evitamos también la habitual conversion a partes por millon (ppm)

1233
I=10(= -1
(1)

que, ademds de ser una transformacién no lineal, puede tener singularidades.
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Parte 11

Eliminacién de frecuencias espurias
mediante reconstruccion de la senal
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Cuando se analizan series temporales es corriente encontrar huecos ya sea debido a
un muestreo no uniforme de la serie o a errores instrumentales que obligan a descartar
algunas medidas. Los huecos suponen un handicap cuando se trata de identificar
frecuencias de pulsacion en las curvas de luz a través de técnicas de Fourier.

El procedimiento habitual para evitar el efecto que producen dichos huecos sobre
el andlisis de frecuencias suele consistir en una de estas dos soluciones: estudiar la
ventana espectral o realizar un relleno de huecos. En el primer caso se analiza la
funcion definida por el propio muestreo de la serie conocida como funciéon ventana, o
mas bien su representacion en frecuencias, la ventana espectral, que convoluciona la
representacion de la senal en frecuencias. Esta solucion, quizas la més extendida, no
estd falta de dificultades ya que, en la préictica la funcion ventana suele ser bastante
complicada y no es posible deconvolucionar la senal de forma que la decisién sobre
qué frecuencias son reales y cudles son debido a la convolucién de la ventana espec-
tral acaba siendo heuristica. La segunda solucién, realizar un relleno mediante una
interpolacion, suele reducirse a una interpolacion lineal en el caso de huecos de pocos
datos. Sin embargo, en la mayoria de los casos en que se rellenan huecos haciendo
ajustes lineales se esta haciendo algo que es a la vez erréneo e innecesario. Los casos
en los que una serie sigue una relaciéon lineal son extraordinariamente escasos y en la
practica las relaciones que describen de forma correcta los datos no son ni siquiera
aproximadamente lineales. Casi todas las series resultan ser no-lineales de modo que
con un ajuste lineal el investigador incurre en un error substancial que puede generar
inconsistencias en el analisis de la serie. Incluso si en lugar de hacerse un ajuste lineal
se realiza un ajuste con cualquier otra funcion de forma cerrada sin tener una razén
teorica bien fundamentada para poder asegurar que los datos se generen mediante ese
tipo de relacién, se incurrird en una inconsistencia en el andlisis. Por lo general la
distribuciéon de los datos en una serie temporal suele ser mucho mas rica que lo que
cualquier funciéon de forma cerrada pueda ajustar.

En esta parte de la memoria exponemos un trabajo en el que se ha desarrollado
un método para rellenar huecos ajustando las series sin hacer uso de ningtin modelo
basado en una funcion de forma cerrada. Con esto se evita la preconcepcion inherente
a todo modelo ad-hoc y de esta forma el método es capaz de recuperar la estadistica
intrinseca a los datos de una forma natural, es decir, usando s6lo la informacién propia
de los datos y sin introducir ninguna senal artificial.

Comenzamos la exposicion en el Cap. 3 definiendo la ventana espectral y profun-
dizando sobre los efectos espureos que pueden aparecer en la deteccion de frecuencias
como consecuencia del muestreo realizado. Revisamos las soluciones propuestas en la
literatura para evitar esos efectos y estudiamos entre estas los distintos métodos de

relleno de huecos que se han desarrollado.
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En el Cap. 4 exponemos el método de interpolacion basado en modelos ARMA
(Pascual-Granado et al., 2012) que hemos desarrollado dentro de este trabajo de tesis.
Este método se evalia estadisticamente y es puesto a prueba con series sintéticas que
simulan las variaciones tipicas observadas en las curvas de luz de estrellas pulsantes.

Finalmente, la eficiencia del método se muestra al aplicar este sobre datos reales
procedentes del satélite CoRoT tanto para el caso de curvas del campo de sismologia

estelar como para el de exoplanetas. Estos resultados se presentan en el Cap. 5.2.
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Capitulo

Efectos del muestreo en la deteccion de
senal: la ventana espectral

“All of physics is either impossible or trivial. It is impossible until
you understand it, and then it becomes trivial.”

Ernest Rutherford

Shannon, en su famoso articulo en el que se sientan las bases del andlisis de senal
(Shannon, 1949), establece que una funcion f(t) cuyas frecuencias estan limitadas por
Av queda completamente determinada por los valores f(t,) con n = —oo... + 0o que
toma la funcién en una serie de puntos t,, que estan espaciados por At = 1/2Av. Se
demuestra (Appourchaux, 2011), ademas, que la representacion de f(t) dada a través

de esos valores de la funcion es

=3 it sinc (572

n=—oo

Asi, pese a que la reconstruccion exacta de la funciéon requeriria una suma infinita
y en la practica las series temporales consisten so6lo en un niamero finito de medidas
de una funciéon, se puede apreciar aqui la importancia de contar con un muestreo
uniforme para analizar la funcion.

En la expresion anterior puede constatarse que los valores de la funcion f(t,)
constituyen los coeficientes de su desarrollo. Por otra parte, estos permiten a su
vez expresar la funcién en el espacio de frecuencias a través de la descomposicion de

Fourier:

n=+o0o0

F(v)=At Y f(ty)e™™n (3.1)

n=—oo

Esta representacion es extremadamente ttil cuando se analizan senales compuestas

por un conjunto de funciones armonicas caracterizadas por las frecuencias vy, 1o, ...
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3. EFECTOS DEL MUESTREO EN LA DETECCION DE SENAL: LA
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va que la F'(v) solamente toma valores distintos de cero alrededor de esas frecuencias,
siguiendo una delta de Dirac.

En la préactica debido a que las series ademés de ser discretas son finitas, la suma-
toria en la Eq. 3.1 termina en el término N. Esto es lo que conocemos como Trans-
formada de Fourier Discreta (TFD), que no es una representacion exacta sino una
aproximaciéon que presenta una serie de diferencias sobre la descomposiciéon en serie
de Fourier. Nos ocupamos ahora de estas diferencias.

Esencialmente las diferencias entre la descomposicién en serie de Fourier de una
funcion y su TFD vienen dadas por interferencias entre las frecuencias, ya sean estas
cercanas o distantes. La interferencia entre frecuencias cercanas es consecuencia de la
anchura de los picos debido a que la serie es finita. En el segundo caso, la interferencia
entre frecuencias distantes ocurre por el submuestreo de la senal que da lugar a lo
que se conoce como aliasing. Para un muestreo arbitrario los 2 tipos de interferencias
mencionados no se pueden separar y dan lugar a lo que se conoce como ventana
espectral.

Un importante resultado matematico en este campo establece que la convolucion
de la transformada de Fourier real y la funciéon que describe la ventana espectral

coincide con la TFD (Deeming, 1975). Esto es

% Fy(v) = F(v)* Vn(v) (32)

siendo Vi (v), la ventana espectral, una funcion que se obtiene a través de los tiempos

de observacién de la funcién como

N
1 .
Vn(v) = N E l2mvin (3.3)

n=1

El factor 1/N en las expresiones anteriores es simplemente una normalizacion para
que Vn(0) = 1. La Eq. 3.2 define de forma correcta la TFD que, pese a ser tratada
como tal no puede ser considerada una aproximaciéon numérica de la transformada de
Fourier de la funcion y es, de hecho, dimensionalmente distinta a ésta. Una conse-
cuencia importante de esta definicion es que, aunque la TFD sea una funcién distinta
a la transformada de Fourier su existencia depende de esta y, por tanto, se deben
comprobar las condiciones de existencia, e.g. si la funcion f(¢) es absolutamente in-
tegrable. Para comprobar esto es necesario hacer una correcta reconstruccion de la
senal, es decir, sin utilizar funciones de forma cerrada para ello.

Por otra parte, para un muestreo uniforme y N muy grande la ventana espectral
se reduce a una funcién peine de Dirac lo que simplifica enormemente el anélisis. Esto

muestra nuevamente la ventaja de obtener la serie muestreada de forma constante.
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Figura 3.1: Ventana espectral de una serie de velocidades radiales tomadas desde tierra.
Notense los 16bulos debido al periodo de observacién. La serie esta constituida por 57
medidas tomadas desde el observatorio de Calar Alto durante una noche de observacion.
El espectro mostrado se ha sobremuestreado 20 veces para mostrar el detalle de los
l6bulos alrededor del pico en v = 0.

Como puede verse en la Fig. 3.1, una ventana espectral tipica presenta un pico
central con una anchura en torno a 1/7', que determina la interferencia entre frecuen-
cias cercanas, y una serie de picos colindantes de menor amplitud que surgen debido
a las irregularidades del muestreo. Sobre estas es sobre las que estamos interesados
va que el relleno de huecos recupera la uniformidad en el muestreo y elimina esta con-
tribucion espuria que, pese a ser de poca amplitud, en el caso de las series temporales
tomadas por satélites, las interferencias afectan a todo el espectro.

En la Fig. 3.2 mostramos otro ejemplo de ventana espectral, en este caso de una
curva de luz observada por el satélite Kepler. La ventana tiene un hueco de 2.19 dias
debido a la entrada de la electréonica en modo seguro, y se han eliminado 557 pun-
tos identificados como outliers segun las correcciones instrumentales de Garcia et al.
(2011). En este caso podemos observar un pico central mucho mas estrecho gracias al
periodo de observacién de un mes. Los l6bulos se reducen también considerablemente
y aunque podemos ver que la ventana espectral dista de ser una delta de Dirac debido
a los nimerosos picos que aparecen, éstos son de baja amplitud y como mucho podrian
repercutir en que el ruido de fondo al analizar el espectro de la estrella aumentara

pero no es de esperar que interfieran con las frecuencias significativas.
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Figura 3.2: Ventana espectral tipica en una curva de luz de Kepler. La serie consta
de 41443 puntos con un muestreo de 60 s. aproximadamente haciendo un total de 30.79
dias observados. Notese que los alias aparecen con amplitudes muy bajas.

Por dltimo, en la Fig. 3.3 observamos la ventana espectral de uno de los objetivos
del campo de sismologia de CoRoT. Profundizamos méas en este andlisis ya que es rel-
evante para el estudio que presentamos en los proximos capitulos. Esta es la ventana
espectral tipica de todos los objetivos observados durante ese run. En la figura se
observan alias a 2 y 4 cd™! y una serie de patrones centrados en torno a 13.97 c¢d ™!
y multiplos que constan de frecuencias secundarias separadas por 1 cd™! y maultip-
los. El alias de 2 cd™! se debe al paso del satélite por la Anomalia Sur Atlantica
(ASA) durante el cual el aumento del impacto de particulas cargadas introduce una
perturbacién sobre la CCD (Samadi et al., 2007). Esto ocurre 2 veces durante un
dia sidéreo. A diferencia de Kepler, que sigue una oOrbita heliocéntrica, CoRoT sigue
una Orbita polar alrededor dela Tierra y por tanto se ve afectado por las variaciones
orbitales y por los protones atrapados por el cinturén de Van Allen. Por otra parte,
los alias de 13.97 cd™! y maltiplos se deben a variaciones entre orbitas, ya que el
satélite da 14 vueltas a la Tierra durante un dia.

Para el caso de un muestreo uniforme podemos determinar con exactitud las
propiedades de la ventana espectral dado el tiempo de muestreo y el tiempo de ob-
servacion. A partir de la Eq. 3.3, teniendo en cuenta la linearidad del muestreo
(t, = to+ At) y eligiendo el origen ty de forma adecuada encontramos que la funcién

ventana espectral es:
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Figura 3.3: Ventana espectral de la observacion de la estrella HD 50890 que fue obser-
vada durante el Initial Run (IRa01) de CoRoT durante 56.7 dias. Notense los alias a las
frecuencias de 2 ed™!, a 13.97 cd™! y maltiplos de estas.

_ sin(mvNAt)
W) = N sin(nvAt)

A partir de esta ecuaciéon podemos deducir que la ventana espectral cuando el muestreo

(3.4)

es uniforme es una funciéon simétrica y periédica con periodo At~!. Combinando es-
tas dos propiedades se puede ver que la forma de la funcién es la de un peine de
Dirac solo que en lugar de deltas de Dirac encontramos una serie de sincs espaciadas
a intervalos de A~!. Conforme el ntimero de muestreos N tienden a infinito las sincs
se convierten en funciones delta. En cambio, para series con un muestreo no uniforme
las propiedades de simetria y periodicidad no se cumplen de modo que no podemos
determinar con facilidad el efecto de la ventana espectral. Otro aspecto a destacar
sobre la ventana espectral es la forma en que ésta modifica las fases de la senal orig-
inal. En general la ventana espectral no es una funcion real y su fase introduce una
desviacion en la fase de la TFD sobre la transformada real F(v). Esta desviacion, que
puede ser determinada para el caso de un muestreo uniforme, se complica para un
muestreo no uniforme de manera que las fases pueden aparecer correladas dificultando
los estudios en los que se requiere la determinacion de las fases (p.ej. diferencias de
fases entre curvas de luz de distintas longitudes de onda para la identificaciéon modal
Garrido 2000).

Un ultimo problema sobre el muestreo que es necesario remarcar es el de la nor-
malizacién. Para que la transformaciéon tenga significado fisico es necesario buscar
una normalizacion adecuada. Podemos hablar de una normalizacion fisica cuando al

tender N a infinito se obtiene un valor finito para la transformada (Deeming, 1975).
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La normalizacion surge de un teorema matemético que puede considerarse una formu-
lacion alternativa del principio de conservacion de la energia: el teorema de Parseval.

Segun este teorema:

N 1 N
ES IR = 23 s 35)
=1 n=1

donde k es el factor de normalizacion.

Cuando definimos anteriormente la TFD utilizamos la normalizacion de 1/N ya
que esto permite que se cumpla la condicion dada (siempre que tratemos con funciones
absolutamente integrables). No obstante, para el caso de un muestreo no uniforme
no es posible determinar las propiedades de normalizacién del mismo modo.

Algunas de las peculiaridades de la ventana espectral cuando el muestreo es no
uniforme se han podido sortear a través de modificaciones sobre la expresion de la
TFD definida en la Eq. 3.2. Asi, el periodograma de Lomb-Scargle (Scargle, 1982),
que es el mas utilizado en la literatura de astrosismologia de entre todas las versiones
de periodogramas para la detecciéon de frecuencias, permite recuperar las mismas
propiedades estadisticas que se tiene con un muestreo uniforme - una x? con 2 grados
de libertad. Sin embargo, el periodograma de Lomb-Scargle estd limitado a series en
las que solamente haya ruido blanco y, ademds, no soluciona el efecto que tiene la
presencia de huecos en el espectro, ya que es equivalente a la sustitucion de éstos por
ceros que generan la misma ventana espectral. Como consecuencia en el periodograma
de Lomb-Scargle hay correlaciones entre las frecuencias que normalmente se ignoran.

Como ejemplo de correlaciones entre frecuencias introducidas por la ventana es-
pectral supongamos que estamos observando un fenémeno aleatorio que describimos
mediante la funcion f(t) y que tiene una distribucion de ruido blanco con varianza
02 y media cero. La observaciéon viene dada por una ventana v(t) de modo que la

transformada de la funcion sera:

+00 )
F(v) = / f(t) v(t) €™ dt

—00

y por tanto la correlacién media entre 2 frecuencias v, o vendra dada por

E[F(ul)F*(yg)] = E[ /_ :o _:o F@&) fF(E ) v(t)v(t)e?mite2m2t gray!

donde al introducir la transformada de Fourier inversa de f(¢) y f(¢) y utilizando
las propiedades del ruido blanco se obtiene

E [F(Vl)F*(VQ)] = 202 /+OO V(v — )V (v —ve)dv

—00
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y finalmente, usando las propiedades de convolucién de la transformada de Fourier

mversa

“+o00
E[F(VI)F*(VQ)] = 202 / V2 (t)er =)ty (3.6)
—00

La integral es la transformada de Fourier del cuadrado de la funcién ventana v(t).
Como ejemplo mas simple, para una funcién continua con una ventana de observacion
rectangular la correlaciéon media entre frecuencias es una sinc.

La expresion dada en la Eq. 3.6 es vilida s6lo para un proceso estocéastico tipo
ruido blanco pero, cuando E[F(v)?] varia lentamente (més lentamente que 1/7 por
ejemplo), entonces esta expresion nos da también una idea aproximada de lo que esta
ocurriendo. Es decir, la ventana con muestreo no uniforme puede introducir fuertes
correlaciones entre las componentes a distintas frecuencias, tanto en sus amplitudes
como en sus fases, causando asi miltiples complicaciones en el andlisis como, por
ejemplo, el ajuste de los parametros correspondientes a cada linea (anchura, centroide,
etc.) que permite comparar los modelos teoricos y las obsservaciones.

Otra de las ventajas que tiene el muestreo uniforme de la funcién es que nos per-
mite hallar su funcion de autocorrelacion. Cuando analizamos una funcién estocastica
o una funciéon combinada que contiene una componente estocastica, podemos hallar
su espectro de potencias mediante una TFD de la funcién de autocorrelacién pero
solamente si el muestreo es uniforme ya que de lo contrario no hay forma de hallar la
autocorrelacion.

En la tabla 3.1 mostramos un compendio de todas las propiedades mencionadas
por las que es, como minimo, util disponer de un muestreo uniforme de la funcién
previamente al andlisis. Por rigor cientifico es de notar que el muestreo no uniforme
tiene propiedades que lo hacen deseable en determinadas situaciones. Si el observador
puede elegir los tiempos de muestreo es posible configurar la ventana espectral de
forma que esta afecte lo minimo posible al analisis de frecuencias. Asi, por ejemplo,
se pueden reducir los alias producidos por altas frecuencias en el rango de bajas
frecuencias controlando el muestreo. No obstante, en la préactica es poco probable que
se pueda elegir los tiempos de muestreo y por otro lado, cuando se tiene un muestreo no
uniforme el limite de Nyquist no se elimina por completo (Bretthorst, 2000). De hecho,
el muestreo no uniforme solamente es completamente eficiente eliminando los alias
debido a frecuencias mas alla de Nyquist para el caso de un muestreo completamente
aleatorio y N— oo.

De las propiedades que aparecen en la tabla 3.1 en especial la ultima es la que quer-

emos remarcar aqui ya que tendra especial relevancia para el estudio que hacemos en

37



3. EFECTOS DEL MUESTREO EN LA DETECCION DE SENAL: LA
VENTANA ESPECTRAL

la dltima parte de la memoria. De hecho, es imprescindible obtener un muestreo uni-
forme para poder reconstruir la senal de manera natural conservando sus propiedades
intrinsecas y asi poder caracterizar la funcién de manera local. De este modo, ademas
de las propiedades mencionadas, el estudio que realizamos en la Parte IV de la memo-
ria, que motiva el titulo de esta tesis, justifica la necesidad de interpolar la serie en
los huecos para obtener un muestreo uniforme.

Hasta aqui se ha definido la ventana espectral y se ha mostrado la patologia
que ésta recoge. Sin embargo, la patologia del espectro de frecuencias de una serie
temporal no se restringe sé6lo a la que se origina por el modo en que se distribuyen los
datos, interviene también el tipo de senal que se analiza y las hipotesis que subyacen
al propio andlisis. La filosofia que se sigue habitualmente cuando se lleva a cabo
un anélisis de Fourier es interpretar los datos de acuerdo a un modelo matemético
preestablecido que representa el modelo fisico del fenémeno estudiado. En el caso
que nos ocupa, el de las estrellas pulsantes multiperiédicas, se parte de un modelo
determinista basado en la composiciéon de un ruido blanco con distribucién gausiana

y una (o varias) de estas 3 formas funcionales:

e Funcion periddica de tipo no-sinusoidal
e Funcion sinusoidal

e Oscilador armoénico excitado estocéasticamente

Como si fuera el modelo tedrico el que determinase la observaciéon y no viceversa,
estas formas funcionales, que se derivan de modelos fisicos para cada clase de es-
trella pulsante, determinan la forma de analizar las correspondientes curvas de luz
observadas. Asi pues, curiosamente, hasta ahora no se han hecho analisis partiendo
de diferentes formas funcionales. Pero es esencial tener en cuenta las limitaciones
que esto impone al andlisis. En general, un modelo determinista se comporta de
forma distinta a uno no-determinista bajo un analisis de Fourier. Dentro de los mo-
delos deterministas las funciones periddicas, se comportan de forma distinta a las
no-periodicas. Es mas, la propia elecciéon de una transformada de Fourier como her-
ramienta de andlisis ya introduce una hipoétesis fuerte que limita el modelo, esto es
que la funcion sea absolutamente integrable, ya que esta es la condicién para que la
funciéon se pueda representar mediante una transformada de Fourier en el espacio de
frecuencias.

Dadas las limitaciones comentadas del modelo matematico, el criterio de correc-
cion cientifica nos obliga a considerar un método para obtener la representacion mas
fidedigna de la funcion en el espacio de frecuencias. Esto implica evitar las interfe-

rencias debidas a la ventana espectral sin introducir ninguna variaciéon en la serie que
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no sea propia de la sefial. Con esto en mente, realizamos un relleno de los huecos
para obtener un muestreo uniforme que, si bien también conlleva efectos de interfer-
encia en el espectro de frecuencias, estas estan perfectamente determinadas. Se han
propuesto miltiples procedimientos para llevar a cabo el relleno de huecos pero esta
metodologia no estd exenta de complicaciones e inconvenientes como veremos en el

proximo capitulo.
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3. EFECTOS DEL MUESTREO EN LA DETECCION DE SENAL: LA
VENTANA ESPECTRAL

TABLA 1. La ventana espectral con muestreo uniforme

1) Teor. de Shannon - reconstruccion de la senal de
forma exacta.

2) Simplifica el andlisis: la ventana espectral es una
serie de sincs que tienden a un peine de Dirac
cuando N tiende a co

3) Elimina las contribuciones espurias irregulares
que puede haber lejos del pico principal

4) Es posible describir las propiedades de la ven-
tana espectral (i.e. simetria y periodicidad)

5) La desviacion sobre las fases que produce la ven-
tana espectral puede ser corregida facilmente a
diferencia de lo que ocurre con el muestreo no

uniforme.

6) Normalizacién - este problema es solamente triv-
ial para un muestreo uniforme

7) La ventana no introduce correlaciones entre fre-
cuencias

8) Funcion de autocorrelacion - esta sélo se puede

determinar con un muestreo uniforme

9) Caracterizacion de las propiedades locales de la
funcién - esto solo se puede hacer cuando la fun-
cion se puede reconstruir de manera exacta, esto
es con un muestreo uniforme adecuado.

Tabla 3.1: Propiedades de la ventana espectral de una serie con muestreo uniforme
respecto a una serie con muestreo no uniforme
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Capitulo

Técnicas de relleno de huecos

“Sometimes it is necessary to extrapolate” Dr Brown rejoined testily,
“and even speculate, based on minimal amount of data. You know yourself
that new science is based on mazximum likelihood rather than certainty”

Rama II - Arthur C. Clarke

4.1 Meétodos de Interpolacién

En este apartado daremos una perspectiva general de los principales métodos de
interpolacion para relleno de huecos. Para desarrollar el argumento que nos ha llevado
a buscar un nuevo método de interpolacion -la necesidad de reconstruir la senal sin
usar hipotesis de base ni introducir artefactos- discutiremos méas a fondo 3 de estos

métodos: interpolacion lineal, inpainting, y el método de Fahlman y Ulrych.

Los métodos de relleno de huecos coinciden todos en su finalidad, que es reem-
plazar los huecos por predicciones de los segmentos de datos correspondientes de
forma que preserven el contenido espectral de la serie. Ademas, todos ellos parten de
que todos los segmentos de datos intercalados entre huecos todos tienen un muestreo
uniforme. Ademas, éste suele ser el caso en las observaciones astronomicas, tanto
desde satélite como desde tierra. Aunque las series temporales con huecos se pueden
considerar un caso particular de muestreo no-uniforme distinguiremos aqui entre se-
ries no-uniformemente espaciadas y series con huecos definiendo a las primeras como
aquellas cuyo muestreo t;11 — t; = A; varia de forma irregular para cada punto. Te-
niendo en cuenta lo dicho, en adelante ignoraremos este caso y consideraremos sélo el

caso de series con huecos para el estudio de los métodos de interpolacion.
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4. TECNICAS DE RELLENO DE HUECOS

4.1.1 Interpolacién lineal

Es el tipo de correccion que se ha aplicado a los datos de nivel 2 de CoRoT (Samadi
et al., 2007). Como se mencioné en el capitulo anterior, durante el paso por la
Anomalia Suratlantica (AS) los datos obtenidos se eliminan con lo que se pierden en
la mayoria de los casos en torno a un 10 % de los puntos. Los huecos resultantes se
rellenan posteriormente durante la reducciéon de datos mediante interpolaciéon lineal.

Si bien en algunos trabajos se ha optado por hacer un andlisis de frecuencias
basado en la estimacion del espectro de potencias de la serie con huecos sin rellenar
(e.g. Mantegazza et al. 2012; Rauer et al. 2009; Garcia Hernéndez et al. 2013; en
su analisis de las estrellas HD 50870, CoRoT-5b, HD 174966, respectivamente), el
método de interpolacién lineal es el procedimiento aplicado en la mayoria de los casos
en que se trabaja con datos de CoRoT (e.g. Appourchaux et al. 2008; Benomar et al.
2009, Zwintz et al. 2011; Deheuvels et al. 2010; Garcia et al. 2009; en los anélisis de
las estrellas HD 49933, V 588 Mon y V 589 Mon, HD 49385, HD 181906 respect.).
No obstante, este método es poco coherente con la informacion de la senal y en cier-
tas situaciones puede resultar problematico, especialmente cuando hay componentes
armonicas de bajas frecuencias como en HD 175726 (Mosser et al., 2009). En este
caso se ha usado un algoritmo basado en wavelets (Holschneider et al., 1990) para la
reconstruccion de los huecos. Sin embargo, los resultados (cf. fig. 3 en Mosser et al.
2009) muestran que solo las bajas frecuencias se recuperan de manera adecuada y, en
la practica, este algoritmo proporciona sélo una forma mas sofisticada de hacer una
interpolacién polinémica que no es fiel a la informacién contenida en la senal. Otros
autores han optado por interpolar parabolas (Ballot et al., 2011), que es también otro
tipo de interpolacién polinémica y soélo corrige bien las frecuencias muy bajas.

En algunos casos se ha evaluado el coste de introducir una interpolaciéon lineal
(e.g. Gutiérrez-Soto et al. 2009; Neiner et al. 2009; Appourchaux et al. 2008; en los
andlisis de las estrellas HD 175869, HD 181231, HD 49933 respect.) y en general,
en éstos se concluye que el impacto es minimo para las frecuencias bajas y sélo una
pequena reduccion de la amplitud de las altas frecuencias en torno al 10%. Sin
embargo, si bien ésto es cierto en lo que respecta a las amplitudes de las componentes
afectadas de la senal, no se tiene en cuenta un efecto de tipo estructural. Es decir, no
se ha considerado que la interpolaciéon, ademés de afectar a las amplitudes, también
repercute sobre la forma de la ventana espectral y las frecuencias espurias que aparecen
a causa de ésta. De hecho, el relleno de huecos mas simple, que consiste en generar
un vector de tiempos t; e insertar ceros en los valores en que no hay medidas para
obtener un muestreo uniforme, da lugar a una serie cuyo espectro es equivalente al que

resulta utilizando el periodograma Lomb-Scargle para analizar la serie con muestreo
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4.1 Métodos de Interpolaciéon

no-uniforme. Es decir, la reduccién del efecto de la ventana espectral es nula mediante
este método que puede considerarse un caso especial de interpolaciéon lineal.

Por otra parte, se puede comprobar que en la mayoria de los casos, la interpolacion
lineal supone una mejora poco significativa sobre el relleno con zeros y, a diferencia
de ese caso, tiene la complicacion anadida de que no es trivial hallar qué forma tiene
la funcion de la ventana espectral que convoluciona la senal.

Puesto que nos interesan los datos de la misiéon CoRoT y este es el método de
interpolacion mas utilizado en la literatura sobre estos datos, es el que estudiamos mas
a fondo y que usamos como referencia para comparar con el método de interpolaciéon
ARMA en la § 5.1. Los efectos que produce este tipo de interpolacion sobre el espectro

seran analizados con méas detalle posteriormente.

4.1.2 Inpainting

Este método se ha implementado en el pipeline para el anélisis de estrellas tipo solar
(Mathur et al., 2010), y es uno de los métodos mas utilizado recientemente en la
literatura de CoRoT (Uytterhoeven et al. 2011, Mathur et al. 2010, Mathur et al.
2013), de ahi que le dediquemos una seccién aparte.

El método de Inpainting forma parte de un tipo de técnicas conocidas como Anéli-
sis de Componentes Morfologicas (en ingles MCA; Elad et al. 2005) introducido para
el relleno de agujeros en imagenes bidimensionales y se ha utilizado ademés de en
astrosismologia, en el estudio de la deformacion del espacio por lentes gravitacionales
débiles (Pires et al., 2009), y en el estudio de las imagenes de la radiacion cosmica
de microondas (Starck et al., 2013). Este método se basa en la existencia de un
diccionario ® en el que la representacion de los datos completos viene dada por una
matriz en la que la mayoria de los valores son cero o cercanos a cero (matriz dispersa),
v la representacion de los datos incompletos viene dada por una matriz no dispersa,

es decir, cuyos valores son distintos de cero. Se trata, por tanto, de minimizar

miny || @7 X|; sujeto a Z(Y—MX)2§U
i
donde X es la serie completa, Y es la serie observada, M es la ventana (M; = 1
para los datos validos, y M; = 0 para los huecos) y o es la desviacion estandar. Este
método consiste en recuperar X conocidos Y, M. Para ello, en el caso que nos ocupa,
se utiliza un diccionario basado en Transformadas de Coseno Discretas (TCD), que
son transformadas relacionadas con la de transformada de Fourier. Previamente se
usa una descomposicién wavelet para determinar el rango de frecuencias que se puede

interpolar en cada hueco variando el tamano de la TCD local en relacién con las
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4. TECNICAS DE RELLENO DE HUECOS

distintas escalas de los huecos presentes en la serie, esto es lo que se conoce como una
Transformada de Coseno Discreta Multiescala.

En definitiva, el método de Inpainting interpola la informaciéon perdida usando
una informacién a priori, que en este caso se trata de que la matriz que representa
la senal sea una matriz dispersa con el diccionario ® basado en transformadas TCD.
Asi pues, este método describe los datos en los huecos gracias a una extrapolacion
basada en el contenido en frecuencias derivado de la TCD.

La informacién a priori consiste en la hipdtesis de partida de que la serie se puede
ajustar con determinadas funciones de forma cerrada, pero ademas lleva otras pre-
sunciones sobre los datos como la analiticidad de la funcién que describe a los datos,
o dicho de forma aproximada, que la funcién sea suave. Por otro lado, los resultados
del articulo, Sato et al. 2010, en el que se introduce éste método para la correcciéon de
series en astrosismologia, muestran que este método no reproduce de forma sensible

las altas frecuencias.

4.1.3 El método de Fahlman y Ulrych (MFU)

Se publico en 1982 por Fahlman and Ulrych (1982) y se basa en el método de esti-
macion espectral de Méxima Entropia (ME), introducido por J. P. Burg en su tesis
doctoral 7 anos antes (Burg, 1975). La idea detras del método de anélisis espectral
ME es extrapolar la funcién de autocorrelacion de tal modo que la entropia de la
funcion densidad de probabilidad correspondiente sea maximizada en cada paso de
la extrapolaciéon. Esto se traduce en un principio de minimo compromiso con la in-
formaciéon no disponible, lo que se satisface no haciendo hipoétesis alguna sobre los
segmentos de la serie que no se han observado. Asi pues, este principio resulta ser
el mas solidario con el criterio de correcciéon cientifica que hemos definido en la parte
2.3. Es por ello que el método que introduciremos para el relleno de huecos presenta
una cierta analogfa con éste. El método ME estd intrinsecamente relacionado con los
modelos autoregresivos y es esta relacion en la que Fahlman y Ulrych se basan para
el relleno de huecos de series temporales.

El algoritmo consiste en ajustar un modelo autoregresivo (ver def. en la siguiente
seccion) de forma global a los datos disponibles y realizar una prediccion de este
modelo sobre los huecos. Cada hueco se rellena de forma independiente a partir de
los datos que lo preceden y que le siguen. El procedimiento es iterativo de modo
que tras rellenar todos los huecos se ajusta un nuevo modelo con los datos originales
més la prediccion y se repite el proceso iteracion tras iteracion hasta que el error de

prediccion alcance un valor minimo.
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4.1 Métodos de Interpolaciéon

Este método se ha usado en diversas ocasiones de forma bastante exitosa (i.e. Pa-
paro and Kovacs 1984, Salakhutdinova 1998, Korzennik et al. 2013). En Schwarzenberg-
Czerny (1987) se prueba la superioridad del método de estimacion espectral ME sobre
las técnicas de Fourier. En Carbonell et al. (1992) este método se compara con distin-
tas técnicas para la estimacion espectral de series con huecos y se encuentra que es el
método més eficiente recuperando el espectro original de la serie sin huecos salvo en
el caso en que estos estén distribuidos de manera irregular. En este caso el algoritmo
CLEAN introducido por Hoghbom (1974) funciona igual o mejor que el MFU. En el
caso que nos ocupa, fundamentalmente los datos de CoRoT, los huecos se repiten de
manera bastante regular de modo que es de esperar que el MFU funcione mejor.

El MFU no es sb6lo para el relleno de huecos sino que proporciona también una
estimacion espectral distinta a la de los métodos de Fourier y con mejor resoluciéon
espectral. Como estimador espectral tiene también la ventaja de que no requiere
hacer ningtin pre-whitening y que se puede aplicar incluso en los casos en los que la
senal sea cuasiperiédica o no sea armonica.

Uno de los supuestos de este método es que los datos observados describen un
proceso estacionario con un ruido blanco de distribucion gausiana. La estacionaridad
del proceso esta implicita en el hecho de que cada segmento de datos tiene el mismo
contenido espectral y lo mismo para segmentos no observados, es decir, los huecos.
Asi pues, se utiliza un tnico proceso de un orden determinado para modelar todos los
datos disponibles. El orden maximo esta restringido por el tamafio del segmento de
datos mas corto. Esto supone una limitacién bastante seria ya que de haber segmentos
de corta duracién entre huecos el orden maximo podria ser insuficiente para modelar
toda la serie de forma adecuada. De hecho, en general se necesitan modelos con
un orden bastante alto para representar los procesos con un numero considerable de
componentes armonicas. Por otro lado, la presencia de ruido limita la precisiéon en
las amplitudes de las componentes armoénicas pero, como hemos dicho, se presupone
ruido blanco ademaés, y de no ser asi esto podria afectar en gran medida a otros
aspectos del anélisis.

Otro problema que surge en la practica es que no existe un criterio objetivo para
hallar la bondad del ajuste de un modelo AR, y esto afecta a la eleccién del orden
del modelo y al numero de iteraciones necesarias para finalizar el procedimiento, de

modo que no se pueden fijar de manera rigurosa.

4.1.4 Otros métodos

Los métodos anteriores funcionan bien para series con una cobertura de datos por
encima del 50% del periodo de observacion y una razon senal-ruido suficiente. En

la literatura se encuentran otros métodos que funcionan mejor en casos extremos en
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4. TECNICAS DE RELLENO DE HUECOS

que los que la cobertura es menor, sin embargo, todos ellos funcionan en situaciones
particulares (véase e.g. el método de musica repetitiva de Fossat et al. 1999 para los
datos de SoHO).

En Brown and Christensen-Dalsgaard (1990) se afirma que el MFU no es apropiado
para el espectro de las oscilaciones solares (tampoco lo seria para estrellas tipo-solar)
dado que es un espectro muy complejo y se requieren modelos de orden muy alto
para modelar los procesos armonicos involucrados. Para solventar los problemas que
surgen de ahi introducen un MFU modificado en el que se hace uso de un filtro paso-
banda que reduce la complejidad de la serie temporal, i.e. namero de frecuencias de
la senal. Esta version modificada se ha venido utilizando desde entonces (Anderson,
1993; Toner et al., 1999), sin embargo, los problemas computacionales senalados en
Brown and Christensen-Dalsgaard (1990) no son hoy en dia un gran obstaculo. Si
que podria serlo el hecho de no tener suficientes puntos para ajustar el modelo AR si
el orden optimo fuese demasiado alto. No obstante, en dicho trabajo se sobreestima
el nimero de coeficientes necesarios pues se afirma que para ajustar una componente
sinusoidal de la curva de luz se necesitan media docena de coeficientes, y como se vera
més adelante basta con un modelo AR(2). Por otro lado, el nimero de coeficientes
puede aumentar sin tener que hacer uso de més puntos si en lugar de usar modelos
AR se usan modelos ARMA como es nuestro caso. Esa es, de hecho, una de las
principales ventajas del método que se expondra a continuaciéon. Puede demostrarse,
ademas, que la idea de que sea necesario un gran namero de coeficientes para ajustar
la curva de luz de las oscilaciones solares dado el numero de frecuencias detectadas
en el anélisis de Fourier, es una suposiciéon errénea.

El método de interpolacion ARMA que introduciremos solventa algunas de las
complicaciones de los métodos que hemos comentado anteriormente pero éste se ha
disenado para trabajar con los datos de los satélites CoRoT y Kepler, cuyas series no
tienen las mismas interrupciones que desde tierra. De modo que el método ARMA no
estd orientado a rellenar huecos grandes ni observaciones con una escasa cobertura de
datos, sino que més bien este método tiene como objetivo reproducir la senal en los
huecos sin hacer uso de funciones de forma cerrada. De este modo se evitan posibles
incoherencias originadas por las preconcepciones sobre la senal.

El método de interpolacion ARMA cumple las siguientes caracteristicas:

e No requiere estacionaridad ya que el anélisis es local.
e Es maés eficiente, ya que los modelos ARMA convergen mas rapidamente.

e Si el orden AR es n el nimero de parametros puede aumentar hasta 2n sin

necesidad de hacer uso de un mayor niimero de puntos.
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4.2 Modelos autoregresivos

e Puede modelar una serie con ruido coloreado ademés del ruido blanco.
e Puede incluso, modelar una serie que provenga de una funcién no diferenciable.

e No requiere ninguna informacién a priori sobre el tipo de funcién que modela.

4.2 Modelos autoregresivos

Los modelos autoregresivos son una representacion paramétrica de las serie de datos
que da cuenta de la autocorrelaciéon de la serie en forma de ley recursiva. Asi,
siendo una representacioén tan general puede ser utilizada en la mayoria de los casos
sin restricciones significativas. El modelo autoregresivo mas sencillo fue introducido
como representacion discreta de una senal armonica perturbada (Yule, 1927). Asi, la

ecuacion diferencial del oscilador arménico amortiguado excitado estocésticasmente

i(t) = —na(t) + w?a(t) + e(t)

donde 7 es el amortiguamiento, € es el término de excitaciéon y w es la frecuencia
de la oscilacion, puede ser discretizado mediante un proceso AR de segundo orden tal

como este:

Ty = Q1 Tp—1 + Q2Tp_9 + €, (4.1)

En este caso el problema se resuelve facilmente dando lugar a estas expresiones

para los coeficientes:

a1 = 2¢ 7 cos(w) ag=—e 27

donde 7 es el tiempo de amortiguamiento de la oscilacion (Roth and Zhugzhda,
2010). Para una serie temporal originada en una observacion de una estrella pulsante
multiperiddica como el Sol con M componentes armoénicas, se podria hallar una repre-
sentacion general en forma de un proceso AR simplemente sumando las M ecuaciones
de los procesos autoregresivos individuales. Asi pues, un proceso AR puede modelar
oscilaciones estocésticas, es decir, del tipo que encontramos en el Sol, pero también
se pueden modelar otros fenomenos. De hecho, los procesos AR son modelos muy
generales que pueden usarse para modelar casi cualquier tipo de variaciéon. Sin em-
bargo, el uso y la comprensién de los procesos autoregresivos a menudo se ha limitado
a otros dominios de la ciencia distintos a la astrofisica por diversas preconcepciones
equivocadas sobre esta técnica. Una de las preconcepciones sobre este tipo de modelos
es que s6lo pueden utilizarse para modelar procesos estocésticos pero esa idea debe

ser abandonada en base al modelo general de serie temporal que propone el Teor. de
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descomposicion de Wold (1938). Este teorema dice que cualquier proceso estocéastico

estacionario permite la descomposicién:

Ty = Up + Up

donde:

e v, es un proceso determinista

e u, es un proceso no-determinista con una distribucién espectral absolutamente

continua

Uy V Uy SON estacionarios y no estan correlados entre ellos. Esta descomposicion
coincide con el modelo base que se utiliza para cualquier analisis de una observacioén,
pues en ésta siempre hay una componente determinista, que es la que se trata de
analizar, y una componente aleatoria o puramente estocéastica debido a ruido o errores
en la medida. De modo que, puesto que en ninglin caso se obtiene una serie pura-
mente determinista, segiin este teorema siempre podemos considerar que las series
observadas son estocésticas, independientemente de que estas contengan una com-
ponente determinista o no. Algunos autores en astrosismologia consideran, aunque
con una notable desviaciéon, que solamente son estocésticas las series que proceden de
oscilaciones excitadas de manera estocastica, como es caso de las estrellas pulsantes
de tipo solar. En este sentido, los modelos AR, que se utilizan para modelar feno-
menos estocasticos, se pueden utilizar también para fenémenos con una componente
determinista.

Por otro lado, también se ha considerado a menudo que la definicién paramétrica
del modelo supone una restricciéon al tipo de serie representable, y se desconoce a
priori si los datos cumplen las condiciones para ser modelados de esa forma (Stoica
et al., 2000). No obstante, como hemos visto, proporcionan una representacion muy
general y su uso solamente estd limitado por la estacionaridad de la senal. En el caso
de oscilaciones con una fuerte modulaciéon temporal, por ejemplo, los coeficientes del
modelo autoregresivo variarian con el tiempo y seria necesario hacer uso de modelos
més complejos.

Los procesos AR se pueden generalizar, como veremos. La componente no-
determinista u, en la ecuaciéon anterior se puede representar como un proceso de

media movil (MA, del inglés Moving Average):

q
Up = Z bken,k, bo =1 (4.2)
k=0
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donde e, son términos de una variable aleatoria no correlada, con las propiedades
Ele,] = 0, E[€2], es decir ruido blanco. En este caso hemos utilizado un modelo MA
de orden g para representar el proceso u,. La operacién que aparece en la ecuacion
anterior se puede describir mediante un operador B de retroceso, que cambia e, en
en—1. Invirtiendo ese operador se obtiene una representacion a través de un proceso
AR que es equivalente al modelo MA. Es decir, un modelo AR es siempre equivalente
a un modelo MA siempre que sea invertible. Pero incluso en los casos en que el
proceso en cuestion no sea invertible se puede encontrar un modelo equivalente que
sf lo sea (Ulrych and Clayton, 1976). La ventaja de escribir un proceso MA en forma
de proceso AR es que es mucho mas sencillo determinar los parametros del modelo
AR.

De la misma forma que un proceso MA se puede invertir y transformar en un
AR, también es posible hallar modelos mixtos ARMA, que tienen componentes AR y

componentes MA tal como

p q
Tn = Z apTp—k + Z bren—k (4.3)
=1 k=1

Un modelo ARMA es similar a un modelo AR pero asume un ruido. A diferencia
del modelo AR, la componente MA del modelo ARMA hace posible modelar los ceros
que aparecen debido al ruido observado. Ya que todas las series que encontramos
tienen una componente de ruido en mayor o menor amplitud, el modelo ARMA da
cierta ventaja pese a que anade cierta complejidad al modelado. Particularmente se
ha encontrado que las estimaciones del espectro que pueden obtenerse usando modelos
ARMA para representar funciones sinusoidales con ruido aditivo son superiores a las
que dan los modelos AR (Ulrych and Ooe, 1979).

Uno de los motivos centrales de la relevancia de los modelos autoregresivos es su
correspondencia con el método de estimacion espectral de Méxima Entropia (ME) de
Burg (1975). Esto supone que se cumple el principio del minimo compromiso con la
informacion no disponible.

Los modelos autoregresivos resultan muy tutiles para hacer predicciéon pero la
predicciéon de largo alcance pierde coherencia y su amplitud decae rdpidamente. Por
tanto, sus ventajas son aprovechables para el relleno de huecos de tamano corto y
mediano. Se han propuesto variaciones para subsanar este problema (p.ej. Esquef
et al. 2003; Esquef and Biscainho 2006) pero éstas no cumplen tan bien el principio
de minimo compromiso con la informacién no disponible y en nuestro caso no es nece-
sario hacer uso de ellos ya que los huecos de CoRoT y Kepler no tienen un tamano

muy grande.
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En general AR, MA, y ARMA son modelos autoregresivos que pertenecen a una
clase mas general conocida como ARIMA donde la I se refiere a un tercer término
integral que permite ajustar cierta no-estacionaridad en las series. Aqui no tenemos
en cuenta los modelos ARIMA puesto que en las observaciones de CoRoT y Kepler
la no-estacionaridad no es significativa para el relleno de huecos, ya que éstos son de

una escala mucho menor que la de las variaciones estacionales.

4.3 El Método de Interpolacion ARMA

El procedimiento para el relleno de huecos que usamos aqui (Pascual-Granado et al.,
2012) es similar al de Fahlman y Ulrych pero usamos modelos ARMA en lugar de AR,
y en lugar de utilizar un tnico modelo global ajustado mediante todos los segmentos
de datos disponibles, nosotros hallamos modelos locales a partir de los segmentos
de datos en torno a cada hueco. Esto permite reproducir las variaciones pequenas
de la serie, admite cambios estacionales en la senal, y mantiene mejor la coherencia
temporal, con lo cual solventamos de una vez todos los problemas que puede achacarse
a los modelos autoregresivos.

La aproximacion local se ha usado anteriormente en Roques et al. (2000), sin
embargo, alli usaron modelos AR, que pueden requerir un gran nimero de términos y
el modelo que se usa entonces es solamente una aproximaciéon. Ademés, la forma de
obtener el orden del modelo que se usa Roques es heuristica, es decir, se fija el orden
entre 1/3 y 1/2 del tamano medio de los segmentos de datos contiguos a los huecos.
Este método no utiliza la informacién presente en la serie y nosotros desarrollamos
un criterio para la eleccién del orden basado en propiedades estadisticas de los datos
a estudiar.

El codigo para la implementacion del Método de Interpolacion ARMA (MIARMA)
se ha programado en el Entorno de Desarrollo Integrado de la herramienta de software
matematico MATLAB.

Para la descripciéon del método seguiremos aqui una notaciéon similar a la que se
usa en Fahlman and Ulrych (1982). Si la serie observada es x,, con n € (1, N), decimos
que hay S segmentos de datos con muestreo uniforme con el indice n € (M, + 1, N;)
siendo s € (1,5), y My =0, Ng = N. Por otro lado, los S — 1 huecos tienen como
indices n € (Ns+ 1, Mgyq1) con s € (1,5 —1).

4.3.1 Criterio para la eleccién del orden

Para ajustar modelos a los segmentos de datos el primer paso es la elecciéon del or-
den, es decir, el nimero de términos autoregresivos (p) y el nimero de términos de

media movil (q), dando lugar a un modelo ARMA(p,q) tal y como se muestra en la
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Eq. 4.3. La determinaciéon de los 6rdenes es crucial para que la representacion sea
correcta puesto que del orden depende si el modelo puede ajustar todos los detalles
de la serie o no. Valores demasiado pequenios del orden dan modelos con insuficiente
resoluciéon espectral, mientras que valores demasiado altos dan lugar a situaciones de
inestabilidad y a la aparicién de detalles esptreos.

El Criterio de Informacion de Akaike (1974) da una medida de la calidad de un
modelo en relaciéon a un segmento de datos determinado. Esto permite seleccionar
el orden mas adecuado para el segmento de datos modelado. El criterio se basa
en maximizar la funcién de verosimilitud de los pardmetros, o lo que es lo mismo
minimizar el error cuadratico medio de la prediccion (Ulrych and Ooe, 1979). El

parametro AIC dado se define como
AIC =N -logV +2-d

donde V es la suma de los cuadrados de los residuos de un modelo dado, d es el
nimero de parametros del modelo (para un proceso ARMA seria d = p + ¢, siendo p
el orden AR y q el orden MA) y N el namero de datos modelados. Para obtener V
se debe realizar el ajuste del modelo ARMA (p,q) cada vez mediante el procedimiento
que se describird en la proxima seccion.

De acuerdo a la teoria de Akaike el modelo 6ptimo es el que da el menor valor del
coeficiente AIC. Por tanto, el criterio consiste en computar el coeficiente AIC para un
conjunto de modelos con distintos ordenes p y q, y escoger aquellos para los cuales se
minimice este valor.

En Ulrych and Clayton (1976) se afirma que el modelo ARMA(p,p) es la rep-
resentacion més parsimoniosa (i.e. que requiere el minimo nimero de coeficientes -
Scargle) de un proceso armoénico con ruido blanco gausiano, de modo que para mode-
lar este tipo de procesos tiene sentido seleccionar modelos ARMA con el mismo orden
para la parte AR que para la parte MA. No obstante, puesto que en nuestro caso
queremos mantener la generalidad y no introducir ninguna hipotesis ad hoc sobre el
tipo de proceso que se observa, iteramos el algoritmo sobre todos las combinaciones
p v q posibles dentro de unos limites predefinidos para hallar el valor AIC 6ptimo.
Para hacer una estimacion del rango sobre el que se deben iterar los érdenes p y ¢ en
(Ulrych and Ooe, 1979; Kovacs, 1983) se propone una regla empirica que restringe el

orden p del modelo 6ptimo al rango
N/3—1<p<N/2-1

Por otro lado, el orden ¢ en el caso de modelos ARMA se evaluaria en el rango
(0,p) = (0,N/2 — 1). De este modo, para un segmento de datos de tamano N = 20
el rango de ordenes (p,q) obtenido seria (redondeando) desde el (6,0) hasta el (9,9),
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es decir, un total de 40 modelos ARMA serian evaluados. Esta regla proporciona
un método practico para elegir el conjunto de ordenes (p,q) sobre los que evaluar
el modelo ARMA, sin embargo, para series de datos con N muy grande el coste
computacional es demasiado alto y, dada la falta de rigor mateméatico del método,
es preferible utilizar alguna informacion a priori para elegir el rango més adecuado.
En nuestro caso, dado que el tamano medio de los huecos que quedan al eliminar los
datos invélidos de las curvas de luz de CoRoT es de ~ 20 puntos exploramos todos
las combinaciones posibles de p y ¢ hasta el orden (60,60). No obstante, un rango
diferente se puede introducir como entrada de la subrutina de estimacion del orden
(armaord.m).

Existen muchos otros criterios de selecciéon del orden en la literatura como el
Criterio de Akaike corregido (AICc), el Criterio de Informacion Bayesiana (BIC), el
Error de Prediccion Final (FPE), o el Criterio de Hannan-Quinn (HQ). Al igual que
con el AIC, el parametro a evaluar correspondiente a cada uno de ellos se compone
de 2 términos: el primero (NlogV en el caso de AIC o AICc) caracteriza la tasa
de entropia o error de predicciéon del modelo; el segundo caracteriza el namero de
parametros libres usados en el modelo. Minimizando los 2 términos se asegura que el
modelo sea parsimonioso y por tanto no se produce overfitling, y se garantiza que el
ajuste de los datos sea 6ptimo. Lo que diferencia a cada uno de estos modelos es el
segundo término, en el que se pesa de diferente manera el nimero de parametros d. El
Criterio de Akaike introduce una penalizaciéon sobre modelos con d muy grande que
es menor que la de los demés criterios. Esto no supone ningiin problema en nuestro
caso ya que nos restringimos a rangos de d que no son muy grandes. Por otra parte,
el Criterio de Akaike es un criterio que se deriva de consideraciones puramente fisicas,
de hecho, Akaike denominé originalmente a esta aproximacion el Principio de Maxima
Entropia ya que es equivalente a maximizar la entropia de un sistema termodinamico.
Es por ello que preferimos utilizar este criterio en lugar de los otros.

Finalmente, el uso de este criterio garantiza encontrar el 6rden éptimo para el
modelo ARMA de una serie de datos finita con una relacion sefial-ruido determinada.
Estas propiedades de la serie configuran el modelo ARMA 6ptimo, no obstante, la rep-
resentacion ARMA del proceso fisico en condiciones ideales puede tener unos érdenes
y unos coeficientes distintos. En cualquier caso, el Principio de Méaxima Entropia
garantiza que se estd usando toda la informacién disponible y por tanto se estd ha-
llando la mejor aproximacion del proceso que puede hallarse a partir de los datos
disponibles. FEsto es consistente con el Criterio de Correccién Cientifica que hemos

introducido en la primera parte de la memoria.
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4.3.2 Determinacion de los coeficientes del modelo

El ajuste del modelo ARMA requiere determinar los coeficientes ay, by que aparecen
en la Eq. 4.3. Para determinar los parametros de un modelo AR se puede utilizar
un ajuste de minimos cuadrados, el método de momentos o métodos Monte Carlo
de Cadenas de Markov. Los coeficientes del modelo ARMA pueden obtenerse de
igual manera pero es necesario, ademdas, un procedimiento iterativo para obtener
los coeficientes de la parte MA. La subrutina armaint.m usa un algoritmo iterativo
conocido como Steiglitz and McBride (1965). Este algoritmo trata de minimizar el

error cuadratico

ming Y |w(n) — h(n)|? (4.4)
n=0

donde h(n) es la respuesta a impulso del filtro definido por b(z)/a(z). El algoritmo
comprueba que los coeficientes converjan después de un numero de iteraciones pre-
definido. Dado que en lugar de minimizar el error de prediccion o el error dado por una
ecuacion arbitraria como hacen otros métodos de prediccion lineal, lo que minimiza
este algoritmo es el error entre la serie, dada como respuesta a impulso de un filtro,
y la propia respuesta a impulso que da el modelo, el método de Steiglitz-McBride da
resultados considerablemente mejores.

Entre el gran nimero de algoritmos presentes en la literatura para la determi-
nacion de los coeficientes en modelos lineales existen algoritmos que resultan ser muy
eficientes computacionalmente haciendo uso de una TFD (Scargle, 1981), sin em-
bargo, se ha escogido el algoritmo de Steiglitz-McBride, ademés de por su 6ptimo
rendimiento, para evitar el uso de transformadas de Fourier ya que requieren unas
condiciones que, como se verd en la tercera parte de la memoria, no pueden darse por
sentadas de partida. De este modo, el conjunto de funciones que pueden ser mode-
ladas es mayor. La principal critica que tiene este algoritmo es que sélo asume ruido
blanco y de haber ruido coloreado trata este como si fuera ruido blanco. Esto podria
afectar a la determinacion de los coeficientes del modelo si lo que se trata es de excluir
toda componente espectral que decae con una ley de potencias en frecuencias. Nue-
stro punto de partida es que todo aquello que no es ruido blanco contiene informaciéon
y por tanto debe ser analizado, de modo que el algoritmo de Steiglitz-McBride sirve
nuestros propositos de forma correcta. Por otra parte, en las pruebas que presentamos
aqui comparamos los resultados obtenidos con este métodos con los que se obtienen
haciendo uso de otro método que si que puede ajustar el ruido coloreado, este es el

método de Prony (Parks and Burrus, 1987).
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4.3.3 Procedimiento de relleno

Para interpolar sobre el hueco el programa utiliza la subrutina armafill.m, que lleva
a cabo el procedimiento haciendo un promedio pesado entre la predicciéon hallada a
partir del modelo del segmento de datos anterior al hueco y la predicciéon hallada a

partir del modelo del segmento de datos posterior al hueco. De este modo

Ty = x£w£ + xflwfl,
wl =1—w’ =w.k, ke (1,1) (4.5)
1
w =
1+1,

siendo xfl, x% las predicciones por la izquierda y por la derecha, wf;, wg los pesos

que se aplican a dichas predicciones respectivamente, y [, el tamafno del hueco.

El método fija un limite en el tamano del hueco que puede rellenar, si este es mayor
que el limite entonces itera el proceso retroalimentando las propias predicciones como
datos para hacer la siguiente predicciéon de modo que se cubra todo el hueco a pesar
del tamano. Este limite debe ajustarse experimentalmente. Esto es algo facil de
hacer ya que la prediccion empieza a perder la coherencia a partir de cierto valor y
la amplitud cae considerablemente. Esto, més alld de ser un handicap del método
puede interpretarse como una situacion ventajosa ya que, a diferencia de otras técnicas
que predicen valores independientemente de la fase, la pérdida de coherencia en este
método asegura que solo se predice la sefial hasta donde se puede predecir su fase, de
modo que puede cortarse la interpolacién més alla de ese punto e iterar el algoritmo

para seguir interpolando.

4.3.4 Flujo de datos

Describimos aqui el flujo de trabajo con los archivos de datos de CoRoT. Nétese que
hay unas restricciones en cuanto al tamano del hueco en relacién al tamano de los
segmentos de datos que se usan para llevar a cabo la predicciéon. Esto debe ser asi en
todos los métodos de prediccion ya que, en definitiva, no se pueden hacer predicciones

de forma segura si no se imponen ciertas restricciones.

1. Las subrutinas lincorr.m y sing.m toman el vector de status de los datos de
CoRoT de nivel 2 y realizan correcciones de forma que los segmentos de datos
que se usaran posteriormente sean suficientemente significativos. De este modo
se evitan errores en la interpolacion por falta de datos. Por la misma razon se

evita la interpolaciéon en los extremos de la serie de datos.
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. indgap.m determina los indices de los huecos contenidos en la serie basandose
en el status corregido de los datos. Se almacenan las posiciones de los huecos

n < (Nq + 1,Mq+1).

. Se determina el orden (p,q) Optimo para el modelo mediante la subrutina

armaord.m

. armafill.m selecciona los segmentos de datos locales que rodean el hueco q, es
decir, (My+1,Ny) y (Mg41+1, Ngy1), calcula las predicciones por la izquierda
y por la derecha en el hueco, y halla una predicciéon promedio utilizando una

serie de pesos w; que decaen con el inverso de la distancia.

. Se repite el paso anterior para cada hueco introduciendo las predicciones cal-
culadas y se vuelve al paso 2 al finalizar para hallar los nuevos indices de los

huecos no interpolados en la iteracién anterior.

. Si vuelven a quedar los mismos huecos después de iterar desde el paso 2, se
vuelve al paso 1 y se reconstruyen los indices de nuevo para poder rellenar

nuevos huecos.

. El algoritmo finaliza cuando no quedan huecos por rellenar o cuando las restric-
ciones que se imponen para realizar la interpolacién no permiten rellenar mas

huecos.
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Capitulo

Resultados: series sintéticas y
curvas de luz de CoRoT

“..it follows that every movement in nature must be rhythmical... It is borne out in
everything
we perceive—in the movement of a planet, in the surging and ebbing of the tide, in the
reverberations of the air, the swinging of a pendulum, the oscillations of an electric current,
and in the infinitely varied phenomena of organic life. Does not the whole of human life
attest
to it? Birth, growth, old age, and death of an individual, family, race, or nation, what is it
all but a rhythm? All life manifestation, then, even in its most intricate form, as exemplified
in man, however involved and inscrutable, is only a movement, to which the same general
laws of movement which govern throughout the physical universe must be applicable.”

Nikola Tesla

5.1 Tests del método mediante simulaciones numeéricas

En esta seccion realizamos los tests del método de interpolacion sobre series sintéticas
generadas a partir de distintos tipos de modelos segun el tipo de funcién base que se
utiliza en cada caso: funciéon periodica sinusoidal con distintos rangos de frecuencias
- por definicion analiticas, y funcién que es por construccién no-analitica. El primer
tipo es el modelo estandar que se supone usualmente cuando se reconstruye la senal
debida a pulsaciones estelares. Para la evaluacion de los resultados se realiza un anéli-
sis de frecuencias con un nuevo codigo desarrollado (ver aplicaciones de este codigo
en Uytterhoeven et al. 2011; Pascual-Granado et al. 2013) que pretende ser coherente
con el criterio objetivo en el que nos basamos y es, ademés, computacionalmente més
eficiente que otros codigos usados habitualmente en la literatura de astrosismologia
(Reegen 2007; Lenz and Breger 2005). Este codigo se describe en los Apéndices (ver
Apéndice A).

o7
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5.1.1 Funcién peridédica sinusoidal

El modelo usado en este caso es una suma de 2 términos: el primero, €(t), que
corresponde a un ruido, y el segundo corresponde a la senal sinusoidal. La primera
componente se suele considerar generalmente ruido blanco con distribucién gausiana
pero aqui probaremos que el método de interpolacion ARMA no es sensible al tipo
de ruido ya que es capaz de modelar las variaciones del ruido coloreado también. Por

otro lado, la componente de senal puede representarse como:

ny
X(t) = Z Ay, cos(2m ft + dn) (5.1)
n=1

donde ny es el nimero de componentes sinusoidales de la senal, y Ay, f,, ¢, repre-
sentan la amplitud, frecuencia, y fase de la componente enésima de la senal.

En los dos primeros tests, cuyos resultados presentamos mas abajo, analizamos la
respuesta del método segin el rango de frecuencias considerado. Para ello elegimos
ny = 3 para simplificar la evaluacién de los resultados. Posteriormente, en el tercer
test, analizamos un modelo de una curva de luz de una estrella con un elevado niimero
de frecuencias de pulsacion.

Para el andlisis utilizamos una discretizacién del modelo presentado arriba con
un tiempo de muestreo At = 32 s, que se corresponde con las 32 integraciones de
1 segundo que realiza CoRoT para el seismocampo; el tiempo de observacion es de
T= 30 dias, que es aproximadamente la duracién de un Short-Run, lo que hace una
serie de N= 81000 puntos.

Por otra parte, para generar los huecos en la serie utilizamos la ventana del LRc02
de CoRoT tomando los 30 dias centrales de la serie (ver Fig. 5.1). Puede apreciarse
la regularidad de los valores distintos de cero correspondientes en su mayor parte
al paso por la Anomalia Suratldntica, que estd identificado con los valores 12 y 4
del status segin que las medidas hayan sido interpoladas o no con el método de
interpolacion lineal que incorpora el pipeline de CoRoT a los datos de nivel 2. En
total se han eliminado 7614 datos de la serie lo que hace aproximadamente un 10% de
los datos. El test que realizamos comprueba la eficiencia del método de interpolaciéon
al reconstruir las caracteristicas espectrales de la senial X (¢) a partir de la serie que
resulta del producto X(t;) - W(t;), donde W(t;) es la funcién ventana dada por la
ventana de CoRoT.

5.1.1.1 Bajas frecuencias

En este apartado llevamos a cabo el test del método de interpolaciéon cuando se
hace uso de éste para rellenar huecos de una serie que se corresponde a una senal

con variaciones de bajas frecuencias. Hablamos aqui de bajas o altas frecuencias
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Figura 5.1: Ventana utilizada para generar los huecos en los tests a partir del status de
los datos observados por CoRoT en el LRc02. En ordenadas se representan los valores
del status de los datos, que toman valor cero cuando no se ha producido ningin evento
durante la observacion. Noétese la periodicidad introducida por los pasos a través de la
Anomalia Suratlantica.
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An fn(cd7h) ¢y (rads)

1.00 1.257 0.2719
0.66 2.392 4.1628
0.40 1.363 1.3532

Tabla 5.1: Parametros del modelo usado para el test de bajas frecuencias del método
de interpolacion ARMA donde A,, son amplitudes, f, son las frecuencias, y ¢,, las fases

en relacion a la frecuencia de muestreo (fy = 2700 d=1). Asi pues nos referimos a
frecuencias altas cuando éstas son f > f/20 = 135 d~! y nos referimos a frecuencias
bajas cuando éstas son f < f,/200 = 13.5 d~!. En este caso, haciendo uso de los

pardmetros indicados anteriormente, el modelo discreto tiene la siguiente expresion:

Xj = A COS(27Tf1jAt + ¢1) + Ay COS(QT['fQjAt + ¢2) + (5.2)
+As cos(2m fsj At + ¢3) + €At con j=1,..N

Los parametros utilizados en este caso se recogen en la tabla 5.1. El término €;a¢, que
corresponde a ruido blanco, se genera a partir de una distribuciéon gausiana con media
cero y desviacion estandar igual a 1/10 de la amplitud A,, méxima utilizada para la
senal. Utilizamos jAt como subindice para destacar que € no es una funciéon del tiempo
ya que es una componente estocastica. Con los valores asignados a los parametros
anteriores se cumple que el coeficiente de senal-ruido de la senal es SNR> 4, que es
el valor minimo sugerido por R. Garrido para la deteccion de senal en Breger et al.
(1993). En la fig. 5.2 puede verse la serie completa del modelo analitico de bajas
frecuencias que utilizamos para este primer test del método de interpolacion ARMA.

Ahora, tras realizar el producto de X; con la funcién ventana, para realizar el
relleno ARMA el primer paso es determinar el orden 6ptimo para el modelo ARMA
que se utilizard para generar las predicciones de la serie en los huecos. Para ello,
como fue mencionado anteriormente, el algoritmo determina el modelo ajustado cuyo
coeficiente de Akaike (AIC) es menor de entre un conjunto de modelos con 6rdenes
en un rango que va desde el (2,0) hasta el (20,20). Segun el contenido de la senal
de la serie el coeficiente de Akaike puede variar con el nimero de datos del segmento
modelado hasta un valor de N a partir del cual converge. Por tanto, para asegurarnos
de seleccionar el orden 6ptimo tomamos el mayor segmento sin huecos de la serie
(N= 640 puntos) para estimar el orden 6ptimo. En la fig. 5.3 se han representado los
valores del coeficiente de Akaike (AIC) en funcion de los 6rdenes p y q correspondientes
a la parte AR y MA respectivamente del modelo ARMA. Para visualizar los resultados

los valores AIC se han normalizado y se ha tomado el logaritmo, de modo que el
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Figura 5.2: Realizacion de un modelo analitico compuesto por una senal de bajas
frecuencias y ruido blanco gausiano.

minimo absoluto de la matriz de valores de AIC obtenida sea cero. En el caso mostrado
en la figura el minimo absoluto se encuentra para el modelo ARMA(8,4) y el siguiente
minimo se halla para el modelo ARMA(4,8).

Es féacil ver que un modelo AR(2) puede representar un proceso armonico ya que
este puede ser representado a su vez mediante una ecuaciéon en difererencias de se-
gundo orden que tiene una expresion similar a la del modelo AR(2) (Ulrych and Ooe,
1979). Por otro lado, como se mencioné en § 4.3.1, un modelo ARMA (p,p) es la repre-
sentacién més parsimoniosa de un proceso armoénico con ruido aditivo. De modo que,
si analizamos una senal con p/2 componentes armoénicas, el modelo mas parsimonioso
que representa una realizacion de esta senal en condiciones ideales es el ARMA(p,p).
En el caso que nos toca, una senal que contiene 3 componentes armonicas tiene su
representacion ideal en forma de proceso autoregresivo en un modelo ARMA(6,6).
Puesto que las condiciones no son ideales, es decir, el tamano del segmento modelado
es finito y el ruido no es despreciable, el minimo absoluto de AIC no se encuentra en el
orden (6,6) sino en el (8,4), pero el criterio de Akaike garantiza que este es el modelo
6ptimo bajo las condiciones del anélisis, es decir, con la informaciéon contenida en los
datos del segmento modelado. Puede observarse, ademés, que el modelo ARMA(6,6)
se halla entre los 2 primeros minimos locales (8,4) y (4,8) probando asi que este criterio
proporciona una buena aproximacién a la representacion en condiciones ideales.

Una vez determinado el orden 6ptimo es posible ajustar el modelo a los segmentos
de datos que preceden y prosiguen los huecos para realizar las predicciones hacia
delante y hacia atras en cada hueco. En la Fig. 5.4 comparamos los datos interpolados

linealmente (panel medio) y mediante ARMA (panel inferior) de un segmento de 0.75
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Orden AR (p)

14

Figura 5.3: Estimacion del orden ARMA(p,q) para el modelo que se utiliza en la
reconstruccion de los huecos de la serie sintética compuesta por una senal de bajas
frecuencias y ruido blanco gausiano. Notese como se alcanzan minimos en (8,4) y (4,8).
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dias de la serie original que aparece en el panel superior sin huecos. A diferencia de la
interpolacion lineal el método ARMA recupera la pendiente de la serie en los huecos
de modo que no introduce ningiin error en las derivadas y la senal correspondiente a
las las variaciones de la serie es preservada. Por otro lado, los segmentos interpolados
aparecen diferenciados por el hecho de que s6lo se reconstruye la senial y no el ruido,
es decir, el ruido en la serie interpolada es menor que en la serie original. Esto, lejos
de ser un inconveniente es una ventaja para el anélisis de senal.

Las observaciones comentadas en el parrafo anterior, sin duda, pueden apreciarse
mejor al analizar la senal en el dominio de frecuencias. En las Figs. 5.5 y 5.6 hemos
comparado en escala logaritmica el espectro que se obtiene a partir de la serie con
huecos con el obtenido al interpolar los huecos linealmente y con el método ARMA
respectivamente. Con respecto a la determinacién de las frecuencias principales de
la senal, usadas para el test de senal con bajas frecuencias, la precisiéon es la misma
tanto para la serie interpolada linealmente como para la serie interpolada con ARMA.
Sin embargo, las amplitudes de estas 3 frecuencias son distintas, siendo en torno a
un 0.2% menores en el caso de la serie interpolada linealmente. En el resto del rango
de frecuencias se observa que ambos métodos reducen considerablemente el efecto
de la ventana espectral mostrado en la figura en azul. No obstante, para apreciar
las diferencias entre ambos métodos de interpolacién en todo el rango de frecuencias
estudiado en la Fig. 5.7 hemos representado el periodograma de la serie sin huecos
junto a los dos periodogramas de las series interpoladas y en el panel inferior el cociente
entre ambas. Como puede observarse a través del inserto y del panel inferior de la
figura, las diferencias entre el periodograma de la serie interpolada linealmente y la
serie interpolada mediante ARMA empiezan a hacerse mas notables a partir de 6 d—*
con amplitudes mayores en el caso de la primera. Esto implica que la interpolaciéon
lineal, si bien permite determinar de forma correcta las frecuencias principales y en
menor medida sus amplitudes, no corrige los alias que aparecen a lo largo del espectro

debido a la ventana espectral y el fenémeno de leakage.

5.1.1.2 Altas frecuencias

Los parametros utilizados en este caso se recogen en la tabla 5.2 y el £ja¢ se ha
calculado por el procedimiento anterior. En la fig. 5.8 puede verse un segmento de 1
dia de la serie que hemos generado a partir del modelo analitico de altas frecuencias
para el segundo test del método de interpolacion ARMA.

En cuanto a la estimaciéon del orden, en este caso, como se muestra en la Fig. 5.9,
se requiere un mayor numero de coeficientes para representar la serie (28 en total
sumando la parte AR y la parte MA). Esto es debido a que al ser las frecuencias

mayores que en el caso anterior las variaciones estidn peor muestreadas y se requieren
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Amplitud (uds. arbit.)

2.75 2.8 2.85 2.9 2.95

3 3.05 3.1 3.15 3.2 3.25
Tiempo (dfas)

Figura 5.4: Comparacion entre el método ARMA e interpolacion lineal para el relleno de huecos. En el panel superior se muestra un segmento de 0.75
dias de la serie generada con el modelo analitico de bajas frecuencias. Los segmentos marcados en rojo son los que han sido interpolados en el panel

central (interpolacion lineal) y en el inferior (interpolacion ARMA).
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Amplitud ( u. arbit.)

Amplitud (u. arbit.)
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Figura 5.5: Periodograma en escala logaritmica de la serie interpolada linealmente (en
verde) comparada con el periodograma de la serie con huecos (azul).
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Figura 5.6: Periodograma en escala logaritmica de la serie interpolada con ARMA (en
rojo) comparada con el periodograma de la serie con huecos (azul). Notese que en este
caso las amplitudes de los frecuencias principales de la senal son mayores que en la figura
anterior.

Ay fn (cd™h) ¢, (rads)
1.00 181.723 0.2719
0.66  172.392 4.1628
0.40  214.631 1.3532

Tabla 5.2: Parametros del modelo usado para el test de altas frecuencias del método
de interpolacion ARMA donde A,, son amplitudes, f,, son las frecuencias, y ¢,, las fases
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Figura 5.7: Panel superior: Periodograma en escala logaritmica de la serie sin huecos (en azul) comparada con el periodograma de la serie interpolada
con ARMA (en rojo) y el correspondiente a la serie interpolada linealmente (en verde). En el inserto se muestran estas dos tltimas en el rango marcado
por una flecha de dos puntas que se corresponde a las frecuencias de 9 a 20 d~!. Panel inferior: Cociente entre las amplitudes obtenidas para la serie
interpolada linealmente y las que se obtienen al interpolar los huecos con ARMA. Nétese como las diferencias entre ambos periodogramas se hacen
significativas a partir de los 6 d—*.
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Figura 5.8: Realizacion de un modelo analitico compuesto por una senal de altas
frecuencias y ruido blanco gausiano.

mejores condiciones de ruido y/o un segmento de una longitud mayor para poder
representar la senal con un ARMA(6,6). No obstante, como se indico anteriormente,
el criterio de Akaike nos asegura que el orden (21,7) es el 6ptimo para representar la
senal en las condiciones simuladas.

A continuaciéon ajustamos el modelo ARMA(21,7) a los segmentos de datos y
hallamos las predicciones que permiten rellenar los huecos de la serie estudiada. En
la Fig. 5.10 comparamos el relleno de huecos mediante el método de interpolaciéon
lineal (panel central) y mediante ARMA (panel inferior) del segmento de 0.5 dias de
la serie original que aparece en el panel superior sin huecos. En este caso, puede
observarse que la interpolacién lineal destruye por completo la senal en los huecos
mientras que el método ARMA reconstruye los segmentos marcados en rojo en el
panel superior de forma idéntica preservando por completo la senal pese a que el
orden (21,7) del modelo no es el ideal.

Al igual que en el test anterior, en la Fig. 5.11 hemos comparado con el perio-
dograma de la serie con huecos en escala logaritmica, el periodograma de la serie
interpolada linealmente, y el de la serie interpolada mediante el método ARMA, en la
Fig. 5.12. En este caso vemos que el espectro obtenido tras hacer una interpolacion
lineal contiene en el rango de bajas frecuencias alias de mayor amplitud incluso que
el espectro de la serie con huecos. Es decir, en este caso, el efecto de poner ceros
en los huecos es menos contraproducente para el analisis espectral que hacer una in-
terpolacion lineal. Por otro lado, en la Fig. 5.12 se puede apreciar que los lobulos
que aparecen en torno a los picos de las frecuencias principales se reducen considera-

blemente al interpolar mediante el método ARMA. En la Fig. 5.13 puede apreciarse
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Orden MA(q) 15

Orden AR(p)

Figura 5.9: Estimacion del orden ARMA (p,q) para el modelo que se utiliza en la recons-
truccion de los huecos de la serie sintética compuesta por una senal de altas frecuencias
y ruido blanco gausiano.

también, que la amplitud de los alias es mucho menor en todo el rango de frecuencias
cuando se interpola con ARMA que al interpolar la serie linealmente.

Para calcular numéricamente las diferencias en la determinacion de los parametros
de cada frecuencia en cada caso hacemos un ajuste no-lineal de minimos cuadrados
con las frecuencias fijas y la amplitud y fase variables. Las frecuencias que usamos
para estos ajustes son las que hemos identificado previamente a partir de los picos de
mayor amplitud de los espectros. Estos ajustes nos dan los resultados mostrados en
las tablas 5.3 y 5.4. Es notable que los valores de las amplitudes que aparecen en la
tercera y cuarta columna difieren minimamente, es decir, en lo que a determinacién
de amplitudes se refiere, se obtiene resultados similares al interpolar linealmente a los
que se obtiene al no interpolar. Por otro lado, puede apreciarse que, mientras que
las diferencias entre las amplitudes de la serie interpolada linealmente Aif” con las
amplitudes de la serie sin huecos A? estan en torno al 10%, estas no llegan al 1% en
el caso de las amplitudes de la serie interpolada con ARMA. Puede notarse, también,
que las fases determinadas a partir de la serie interpolada con ARMA se acercan mas
a las originales que las fases determinadas a partir de la serie interpolada linealmente.
No obstante, las diferencias en la determinacién de las fases no son tan significativas
en este caso como las diferencias en la determinacion de las amplitudes, que es el

efecto méas determinante en la deteccion de frecuencias.
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fo (cd ) A5 A5 Ajr sy

181.7233  0.9995 £ 0.0005 0.9058 £ 0.0013 0.9058 £ 0.0018 0.9906 £ 0.0006
172.3933  0.6578 £ 0.0005 0.5958 £ 0.0013 0.5963 £ 0.0018 0.6636 £ 0.0006
214.6300 0.3992 £ 0.0005 0.3616 £+ 0.0013 0.3614 £+ 0.0018 0.3955 £ 0.0006

Tabla 5.3: Amplitudes estimadas mediante un ajuste de minimos cuadrados no-lineal a
partir de la serie generada con el modelo de frecuencias altas sin huecos A? | con huecos
Ag%P_ con interpolacion lineal A"y con interpolacion ARMA A2,

fa (cd™h) @S P phin 2

181.7233  0.2442 £ 0.0005 0.2431 £ 0.0015 0.2429 £ 0.0020 0.2449 £ 0.0006
172.3933  4.0396 £ 0.0008 4.0409 £ 0.0023 4.0409 £ 0.0030 4.0404 £ 0.0009
214.6300 1.4488 £ 0.0013 1.4559 £+ 0.0038 1.4558 &+ 0.0050 1.4472 + 0.0016

Tabla 5.4: Fases estimadas mediante un ajuste de minimos cuadrados no-lineal a partir
de la serie generada con el modelo de frecuencias altas sin huecos ¢?, con huecos 8P,
con interpolacién lineal ¢!, y con interpolacion ARMA 2.

T —
\F:181.7

A = 0.7699

F =172.4
A = 0.5430

Amplitud (uds. arbit.)

“\J‘”\HLHM“ Il

10 10 10 10°
Frecuencias (d™")

Figura 5.11: Periodograma en escala logaritmica de la serie interpolada linealmente
(en verde) comparada con el periodograma de la serie con huecos (azul).
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Figura 5.12: Periodograma en escala logaritmica de la serie interpolada con ARMA (en

““ |
‘
N
|
!
;

rojo) comparada con el periodograma de la serie con huecos (azul). Notese que en este
caso las amplitudes de los frecuencias principales son en torno a un 10% mayores que en
la figura anterior.

5.1.1.3 Modelo realista

En los tests anteriores hemos estudiado los efectos del método de interpolaciéon sobre
la determinacion de las frecuencias, amplitudes y fases segin sea el rango de las
frecuencias que pueden extraerse de la serie temporal. En esos casos, para simplificar
la situacion y poder apreciar los efectos con mas detalle se usaron s6lo 3 frecuencias.
En el caso que ahora nos ocupa, el modelo usado para generar las series es similar
al de la Eq. 5.1 pero con un nimero de frecuencias mucho mayor ny = 31. Ademas,
ahora la lista de frecuencias no es arbitraria sino que un conjunto de ellas se ordenan
siguiendo el patron dado por la formula de Tassoul (1980) para el régimen asintotico,
que describimos a continuacion.

Esta formula, que se deduce de la teoria de pulsacién estelar, nos dice que las
frecuencias de orden radial n alto y grado azimutal ¢ bajo (tipicamente de 0 a 3)

siguen un patréon dado por la ecuacion:
¢ 1
Vi & n+§+z+0z Av (5.3)

donde « es una constante de fase, y Av es un espaciamiento constante entre frecuen-
cias que se conoce como “gran separacion”’. Este espaciamiento puede determinarse
directamente a partir de

AV = Upy10— Uy (5.4)
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Figura 5.13: Panel superior: Periodograma en escala logaritmica de la serie sin huecos (en azul) comparada con el periodograma de la serie interpolada
con ARMA (en rojo) y el correspondiente a la serie interpolada linealmente (en verde). Panel inferior: Cociente entre las amplitudes obtenidas para
la serie interpolada linealmente y las que se obtienen al interpolar los huecos con ARMA. Notese como las diferencias entre ambos periodogramas son
significativas en todo el rango por debajo de los 400 d~*.
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y estd relacionado con la densidad media en la estrella lo que hace que sea un
parametro de enorme interés en fisica estelar. Por otra parte, de la Eq. 5.3 se deduce

una segunda separacién constante conocida como “pequena separacion’:

OV =VUpg— VUpn_14012 2 <4€ + 6) Dy (5.5)

es decir, los modos de igual n + ¢ estan cuasi degenerados. En la Eq. 5.5 Dg es una
constante que viene determinada por las condiciones en el niicleo estelar. Con estas
2 separaciones constantes, la segunda tipicamente mucho menor que la primera, se
obtienen grupos separados por una distancia en frecuencias de Av/2 correspondientes
a los grados ¢ pares e impares.

En el modelo que usamos para generar las series temporales de este test la formula

de Tassoul se implementa de la siguiente manera:

1
w,n=<n+§+z+a>Au ¢=0,1 (5.6)
¢ 1
Vin = n—}—i—}—z%—a Av + v (=23

donde n puede tomar valores de 10-16, « = 0, Av = 50 uHz y dv viene dado por la
Eq. 5.5 con Dy = 0.16 pHz de modo que para £ = 0 resulta dv = 1 uHz. Esto nos da
un patréon de 28 frecuencias entre los 512.5 pHz y los 888.5 pHz cuyas amplitudes se
distribuyen en una campana de Gauss centrada en 700 pHz.

Este patron es tipico de estrellas de tipo solar y aparece también en el espectro de
gigantes rojas pero, en el modelo que estamos utilizando las frecuencias son estables
y sus amplitudes no varian durante los 30 dias de duracién de la serie temporal, y
el mecanismo de excitacién de los modos en estrellas de tipo solar o gigantes rojas
es de tipo estocastico, por lo que tienen un tiempo de vida I' que puede ser del
orden de la duracién de las observaciones. De modo que, el modelo que estamos
utilizando se ajustaria mejor a pulsaciones excitadas por el mecanismo de opacidad.
Este es el mecanismo predominante en estrellas § Sct pero, dado que la féormula
de Tassoul describe una tendencia asintética cuando el orden radial n — oo, y en
estrellas 0 Sct las pulsaciones ocurren en torno al modo fundamental radial, no es
de esperar que este patron aparezca en su espectro. No obstante, desde 1997 en que
se atribuy6é un espaciamiento en frecuencias de 20 pHz en el espectro de la estrella
CD-247599 citepHANOI7 a la gran separacion, se ha estudiado la posibilidad de que
exista este patron en varias estrellas § Sct. Asi pues, el modelo que utilizamos para
el test de esta seccidon se asemeja al que, segin la teoria de pulsaciéon estelar y las
observaciones mas recientes, se espera que pueda tener una estrella § Sct.

Las otras 3 frecuencias que no siguen la férmula de Tassoul se distribuyen como el

fundamental radial y los 2 primeros sobretonos de acuerdo a las relaciones de Petersen
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(1973):
0 _or =062 (5.7)

141 120}

donde vy = 10 pHz. Con las dos expresiones anteriores obtenemos un modelo que per-
mite generar una serie temporal similar a la de las curvas de luz de estrellas pulsantes
6 Sct, y es por ello que hemos llamado “realista” a este modelo, sin embargo, se trata
simplemente de una aproximacién tutil para nuestro objetivo, que no es sino estimar
los efecto de la interpolacién sobre la determinacién de las frecuencias. Si quisiéramos
generar una aproximacion mejor a las curvas de luz de las § Sct deberiamos utilizar un
desarrollo méas complejo para determinar la lista de frecuencias partiendo de trabajos
como el de Roxburgh and Vorontsov (1994), lo que darfa lugar a una relacion entre
frecuencias que no fuera exactamente constante.

La serie temporal generada a partir del modelo expuesto arriba nos permitira
comprobar otros aspectos de la interpolacién en los huecos no tenidos en cuenta con

anterioridad como son:

e El efecto de aumentar el numero de frecuencias de la senal sobre la interpolacion.
Es decir, si el método de interpolacién podria preservar la informacién en una

situacioén critica.

e Como afecta a la determinacion de las fases la cuasi degeneracion de los modos

que estan separados tinicamente por dv.

e El efecto del método de interpolacion sobre la determinacion de la gran separa-
cion usando la técnica de la transformada de Fourier segunda (Garcia Hernan-
dez, 2011).

Estudiamos estos aspectos en un modelo con el tipo de senal expuesta y una compo-
nente estocéstica con una distribucion espectral de ruido blanco.

En la Fig. 5.14 se representa, como anteriormente, la matriz de coeficientes de
Akaike para hallar el orden 6ptimo del modelo ARMA que representa la serie tem-
poral generada. El modelo que minimiza el error de prediccion es, en este caso, el
ARMA(47,44). Se requiere, por tanto, 91 parametros para ajustar el modelo ARMA
6ptimo, lo cudl es coherente con la mayor variabilidad que posee esta serie respecto a
los casos anteriores.

Puede observarse en la Fig. 5.15 sobre un segmento de 0.4 dias de la serie, que la
interpolacién lineal produce mas efectos espireos que para el modelo de altas frecuen-
cias debido a la mayor variabilidad de la senal en el rango afectado. En cambio, incluso
en esta situacion puede apreciarse como el método ARMA reconstruye la senal sin
introducir efectos espurios. Los periodogramas (Fig. 5.16) se han representado esta

vez en escala lineal para poder apreciar mejor el espaciamiento entre frecuencias.
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. . ARMA(47.34) .~
Orden p (AR} 40 Orden q (A}

50 g

60 B0

Figura 5.14: Estimacion del orden ARMA(p,q) para un modelo de senal con 31
componentes armoénicas y ruido blanco gausiano. Noétese que el modelo 6ptimo es el
ARMA (47 44).
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Figura 5.15: Comparacion entre el método ARMA para el relleno de huecos e interpolacion lineal para la serie del modelo con 31 frecuencias. En el
panel superior se muestra un segmento de 0.4 dias y en el panel central e inferior el mismo tras el relleno de huecos de los segmentos marcados en rojo
y en cyan con el método de interpolacion lineal y el método ARMA respectivamente.
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Figura 5.16: Periodograma de la serie sin huecos del modelo de 31 frecuencias (en azul)
comparada con el periodograma de la serie con huecos interpolados con ARMA (en rojo)
y linealmente (en verde).

Notese que, si bien los picos de las frecuencias principales aparecen diferenciados con
ambos métodos, en el caso de la interpolacion lineal aparecen numerosas frecuencias
espurias que, como demostraremos a continuaciéon, tienen amplitudes suficientemente
altas como para considerarse significativas y pueden ser confundidas con las compo-
nentes armonicas de la senal. Identificamos las frecuencias significativas en cada uno
de los espectros a partir del algoritmo FRECS basado en una FFT (ver Apéndice A).
Mediante este algoritmo se ha detectado las 31 frecuencias de la serie original en el
espectro de la serie interpolada mediante ARMA (ver tabla 5.5 y 5.6), en cambio, en
el espectro de la serie interpolada linealmente se detectan 34 frecuencias de las cuales
6 son frecuencias espurias producidas por la ventana espectral. Por otro lado, las
componentes de 537.5 uHz, 863.5 pHz y 888.5 ;tHz no se han podido detectar en este
espectro.

Con la lista de frecuencias de cada uno de los 4 espectros hallados (serie original,
serie interpolada mediante ARMA, interpolada linealmente, y con huecos), hacemos
el ajuste no-lineal de las frecuencias para obtener las amplitudes y las fases corre-
spondientes. Estos ajustes nos dan los resultados mostrados en la tabla 5.5 y 5.6. Las
amplitudes halladas a partir de la serie interpolada con ARMA difieren un 2.25 %
con las originales con un maximo en torno al 7 % para la frecuencia de 837.5 uHz, sin
que haya una variacién significativa con el rango de frecuencias estudiado. En el caso

de la serie interpolada linealmente las amplitudes difieren un 12.22 % en promedio
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y llegando a variaciones de mas del 100 % (para la frecuencia de 512.5 pHz). Estos
resultados son similares a los que se obtienen a partir de la serie con huecos, en cuyo
caso se detectan mas frecuencias espurias pero la variacién media de las amplitudes

de las componentes de la senal detectadas estd en torno a un 15 %.

Respecto a las fases, encontramos diferencias como méaximo de 0.43 rads y 0.13
rads en promedio entre las fases ajustadas a partir de la serie interpolada mediante
ARMA y las fases ajustadas a partir de la serie original. Las diferencias con las fases
ajustadas a partir de la serie interpolada linealmente son de 0.15 rads en promedio
pero llegan hasta ~ 7/4 para la componente de 512.6 yHz. Un error de esa magnitud
en la determinacion de las fases da lugar a una inconsistencia en el ajuste de modelos
teoricos de pulsacién. Ademads, la determinacion correcta de las amplitudes no es s6lo
importante para la detecciéon de frecuencias por encima del nivel de ruido, sino que
puede servir para determinar pardmetros de las estrellas como el a&ngulo de inclinacién.
En efecto, se ha demostrado que para estrellas con angulo de inclinaciéon 7>30 el
cociente de amplitudes de las componentes m = =+1,0 de las oscilaciones de tipo
dipolar es una funcién muy dependiente de 4, con lo cual es posible determinar 7 a
partir del anéalisis de frecuencias (Gizon and Solanki, 2003). Todo esto subraya la

importancia de utilizar un método de interpolacion fiable.

Por tltimo, estudiamos los patrones en el espectro de potencias de la serie original
sin huecos y de las 2 series interpoladas: linealmente y con ARMA. Para ello usamos
el codigo desarrollado por Garcia Hernandez (2011) que se basa en una exploracion
de las periodicidades en la lista de frecuencias detectadas mediante el espectro de
potencias de un tren de deltas. Las periodicidades asi obtenidas son la mitad del
espaciamiento en frecuencias. En la Fig. 5.17 podemos observar como es posible
hallar las 2 periodicidades de la serie original (de 1 puHz y 50 puHz) a partir de la
serie interpolada mediante ARMA. En cambio, no es posible detectar la pequena
separacion (1 pHz) a partir de la serie interpolada linealmente. Ademés, el pico
principal correspondiente al espaciamiento en frecuencias de 50 pHz pierde amplitud
cuando se interpola linealmente la serie.

Esta simulaciéon numérica representa un caso ideal que en la practica no se encuen-
tra ya que las periodicidades entre frecuencias en el espectro de las estrellas § Sct no
son exactas sino que son cuasiperiodicidades. Sin embargo, con este sencillo ejemplo

demostramos que es posible mejorar la deteccion de cuasiperiodicidades en el espectro

de las ¢ Sct.
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n fg %r %ap 7ILin Ag A%r A%BP Alrin 90% Lp%r @%ap ‘plrin
(uHz)  (uHz) (uHz) (uHz)

1 9.992 9.992 10.012 10.012 0.999 0.990 0.912 1.004 1.772 1.770 1.595 1.603

2 12.982 12.982 13.002 12.982 0.660 0.665 0.606 0.664 0.920 0.919 0.739 0.926

3 16.127 16.127 16.127 16.127 0.401 0.398 0.357 0.399 3.609 3.616 3.600 3.601

4 512.500 512.500 183.295 29.032 0.044 0.047 0.069 0.065 3.907 3.771 1.573 3.750
5 537.500 537.500 364.043 44.946 0.069 0.066 0.076 0.058 2.708 2.765 4.721 1.938
6 562.519  562.577  489.082 121.065 0.103 0.103 0.060 0.069 5.132 4.703 6.255 2.763

563.484  563.465 512.404 440.162  0.151 0.158 0.091 0.060 3.485 3.644 4.747 5.606

8 587.500 587.481 514.159 489.120  0.213 0.217 0.082 0.062 2.832 2.983 1.586 5.953

9 588.503  588.503 515.162 512.404  0.290 0.296 0.072 0.089 5.292 b5.276 4.079 4.697

10 612,519 612.558 562.481 514.178  0.378 0.361 0.147 0.069 0.467 0.154 5.179 1.294

11  613.484 613.484 563.503 562.500 0.482 0.478 0.146 0.144 4.887 4.894 3.763 5.077

12 637.500 637.481 587.481 563.503  0.595 0.581 0.250 0.150 2.207 2.345 2.909 3.683

13 638.503 638.522 588.503 587.481  0.706 0.691 0.298 0.255 4.490 4.341 5.361 2.890

14 662.481 662.461 612.519 588.503  0.804 0.777 0.369 0.309 5.096 b5.242 0.371 5.337

15 663.503 663.522 613.484 612.539  0.890 0.867 0.414 0.374 0.078 6.209 4.867 0.237

16 687.500 687.500 637.481 613.465 0.962 0.955 0.563 0.420 0.944 0.942 2.333 5.027

17 688.503 688.503 638.503 637.481  0.995 0.985 0.660 0.572 3.554 3.559 4.505 2.336

18 712,500 712.481 662.481 638.503  0.995 0.991 0.705 0.683 5.460 b5.633 5.089 4.510

Tabla 5.5: Frecuencias estimadas por medio de un ajuste de minimos cuadrados no-
lineal a partir de la serie generada con el modelo de 31 frecuencias sin huecos f!, con

interpolacion ARMA £ con huecos f&*P, y con interpolacién lineal fLn

o 2y las ampli-

tudes y fases correspondientes.
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0 ar gap lin 0 ar gap lin 0 ar gap lin
n fn n n An An AR An Pn Pn Pn Pn

(Hz)  (uHz)  (uHz)  (ul)

19  713.503 713.522 663.522 662.481  0.962 0.949 0.805 0.727 5.663 5.512 6.198 5.089

20 737.500 737.519 687.500 663.522  0.895 0.889 0.852 0.832 3.327 3.162 0.940 6.197

21 738.484 738.465 688.503 687.500 0.809 0.796 0.899 0.888 0.769 0.929 3.561 0.941

22 762.500 762.481 712.481 688.503  0.706 0.693 0.895 0.927 0.536 0.690 5.641 3.560

23 763.503 763.522 713.522 712.481  0.595 0.578 0.867 0.919 2.808 2.680 5.481 5.633

24 787.500 787.519 737.519 713.522  0.484 0.481 0.817 0.889 2.319 2.172 3.170 5.492

25  788.484 788.465 738.465 737.519  0.380 0.376 0.742 0.833 5.883 6.042 0.917 3.166

26 812.500 812.500 762.500 738.465  0.290 0.290 0.649 0.753 2.873 2.866 0.568 0.920

27 813.503 813.484  763.503 762.500 0.212 0.209 0.515 0.663 6.025 6.179 2.842 0.552

28  837.500 837.481 787.539 763.503  0.151 0.140 0.460 0.535 5.231 5.383 2.069 2.825

29  838.503 838.542 788.484 787.539  0.103 0.101 0.385 0.462 5.731 5.317 5.826 2.045

30  863.503 863.503 812.481 788.484  0.069 0.068 0.219 0.373 4.579 4.612 3.049 5.857

31 888.503 888.503 813.503 812.500  0.044 0.047 0.217 0.235 3.265 3.214 0.006 2.883

32 - - 837.365 813.484 - - 0.081 0.205 - - 0.002 0.056
33 - - 838.542 837.442 - - 0.133 0.101 - - 4.833 5.667
34 - - 860.822 838.522 - - 0.082 0.116 - - 0.439 5.202
35 - - 863.503 - - - 0.069 - - - 5.463 -
36 - - 936.902 - - - 0.062 - - - 1.646 -
37 - - 985.860 - - - 0.067 - - - 1.908 -

Tabla 5.6: Continuacién de la tabla 5.5
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Figura 5.17: Periodicidades en el rango de 0.1 a 60 pHz de la distribucion de frecuen-
cias detectadas en los periodograma de la serie sin huecos (en azul) comparada con las
periodicidades del periodograma de la serie con huecos interpolados con ARMA (en rojo)
y linealmente (en verde). En el inserto se representa la region de bajas frecuencias donde
se haya la pequenia separacion dv. Los valores reales se calculan como el doble de los
hallados en la figura.

5.2 Curvas de luz de CoRoT

El paso de CoRoT por la Anomalia Suratlantica introduce la mayoria de las per-
turbaciones presentes en los datos del satélite, como fue mencionado anteriormente.
Estas perturbaciones sobre el satélite provocan que la cobertura de datos no sea del
100%. Hay aproximadamente (depende del dataset) un 10% de datos no-validos en
cada curva de luz observada por el satélite que han sido corregidos por el pipeline de
procesado de datos desde Tierra mediante interpolaciones lineales. En esta seccién
estudiamos los efectos de la interpolacion lineal y como estos se minimizan al uti-
lizar interpolacion ARMA. Analizaremos tres curvas de luz observadas procedentes

de estrellas de distintos tipos de variabilidad: tipo solar, é Sct, y Be.

5.2.1 Estrella tipo-solar: HD 49933

Las oscilaciones que ocurren en las estrellas de tipo solar se caracterizan porque el
mecanismo de excitacion es estocastico y ademds se ven amortiguadas por la con-
veccion. Esto se traduce en un espectro ruidoso y un ensanchamiento de las lineas
de las frecuencias debido al amortiguamiento. Ademas, las cavidades internas de la

estrella dan lugar al mecanismo de resonancia causante del exceso de potencia en
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Figura 5.18: Curva de luz de la estrella de tipo solar HD 49933. Los puntos marcados
en rojo se corresponden con los datos que han sido interpolados linealmente en el pipeline
de los datos de CoRoT de nivel 2. En el inserto se representa un segmento de un dia.

forma de gausiana en un conjunto de frecuencias equiespaciadas que es la caracteris-
tica principal del espectro de este tipo de estrellas. Las frecuencias excitadas suelen
corresponder a periodos del orden de minutos.

HD 49933 es una estrella F5V de la secuencia principal que ha sido observada
durante el Initial Run (60 dias) y el primer Long Run (137 dias) en el anticentro
galactico (LRa01). En este caso estudiamos el efecto de la interpolacion que sustituye
los conjuntos de datos no-vélidos de la serie temporal del LRa01, que puede observarse
en la Fig. 5.18.

En la figura puede observarse una tendencia a decaer del flujo debido al envejec-
imiento de la CCD, y otras variaciones de largo periodo debido, probablemente, a
la actividad estelar. Antes de estudiar los efectos de la interpolacion filtramos estas
variaciones no periédicas de larga duraciéon restando a la curva de luz un polinomio
de tercer grado. Para que el proceso de relleno de huecos funcione correctamente es
necesario corregir estas variaciones asi como saltos y otros efectos instrumentales que
puedan dar lugar a una mala eleccién del modelo de la serie.

El orden 6ptimo del modelo ARMA para el segmento més largo sin datos invali-
dos, de 640 puntos, es el (37,0), es decir, un modelo puramente autoregresivo con 37
términos. Este modelo se ha usado para interpolar los segmentos de datos no-validos
contenidos en los 369601 puntos de la serie de datos de nivel 2 de HD 49933. En la

Fig. 5.19 se muestran detalles de la interpolacion ARMA comparada con la interpo-
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lacion lineal. Pese a que, como se menciona en Appourchaux et al. (2008), el tamano
de los huecos es de 9 minutos, los huecos méas grandes tienen un tamafno en torno
a 0.2 dias o 168 minutos y en ellos se pierde senal de un amplio rango de frecuen-
cias. Esta serie tiene, ademas, un nivel de ruido muy alto con lo cual la interpolacién
lineal es bastante erratica como puede apreciarse en el segundo panel. No obstante,
como se puede ver, por ejemplo, en el segmento interpolado entre 1.4 y 1.6 dias, la
interpolacion ARMA da lugar a una estructura fina de apariencia similar al ruido.
Esto arroja dudas sobre la naturaleza de esas variaciones, ya que el algoritmo so6lo
extrapola la senal y no el ruido en los huecos. En la Fig. 5.20 no es posible apreciar
gran diferencia entre los periodogramas de la serie interpolada linealmente y la serie
interpolada mediante ARMA debido a la gran densidad de picos. Esto se debe al alto
nivel de ruido, al gran nimero de frecuencias excitadas de este tipo de estrellas vy,
por otro lado, a que las lineas de las frecuencias, al ser el mecanismo de excitaciéon
estocastico como se dijo més arriba, se ensanchan dando lugar a una lorentziana en
lugar de una linea. Por ello, mostramos un inserto en la figura en el que puede verse
el rango en el que en los estudios de esta estrella se detectaron los modos-p. En el
inserto los picos correspondientes al periodograma de la serie interpolada mediante
ARMA tienen una mayor amplitud que los que corresponden a la interpolacion lineal.

Aunque en Appourchaux et al. (2008) y en estudios posteriores basados en este
(Benomar et al., 2009), se hace uso de la interpolacion lineal, en la Fig. 5.20 hemos
visto que el impacto de la interpolacién en los huecos no es despreciable para la

deteccion y determinacion de los pardmetros de las lineas.

5.2.2 § Scuti: HD 174966

HD 174966 es una estrella pulsante de tipo § Sct de masa intermedia que se halla
en la secuencia principal. Las § Sct pertenecen al grupo de estrellas conocidas como
pulsantes clésicas porque se encuentran en el diagrama HR en la banda de inestabil-
idad clasica, donde también se hallan las estrellas Cefeidas. Las estrellas de la banda
de inestabilidad cléasica se vienen estudiando tedricamente desde hace décadas y por
ello poder interpretar las observaciones es de sumo interés. Ademas, las observaciones
durante la dltima década por Garrido and Poretti (2004) y Breger et al. (2005) han
mostrado que el namero de frecuencias detectadas en estas estrellas es mayor de lo
que se crefa y este aumenta conforme mejora la calidad de las observaciones.

Hasta anos recientes no existian estudios sobre la variabilidad de HD 174966 pero
con el lanzamiento de CoRoT se ha podido estudiar sus pulsaciones (Garcia Hernan-
dez et al., 2013). En el estudio mencionado se ha confirmado la deteccion de un patron
similar a la gran separacion Av. Esta periodicidad se ha confirmado (Suarez et al.,

2014) se aproxima al régimen asintotico de Tassoul y que simulamos con un modelo
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Figura 5.19: Comparacién entre el método ARMA para el relleno de huecos (en rojo)
e interpolacion lineal (en verde) para la curva de luz de la estrella HD 49933 observada
por CoRoT. En los paneles se muestran los huecos méas grandes de la serie. Cada panel
muestra un segmento distinto de 2 dias de duracién.
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Figura 5.20: Periodograma en escala logaritmica de la curva de luz de la estrella
HD 49933 interpolada linealmente en los huecos (en azul) comparada con el periodograma
de la serie con huecos interpolados con ARMA (en rojo). En el inset se muestra el rango
de 1100 a 2300 pHzdonde se encuentran los modos-p solares. Nétese que las amplitudes
de espectro interpolado mediante ARMA son mayores que las del espectro interpolado
linealmente.

analitico en el ultimo test de la seccion anterior. Utilizando herramientas de analisis
de series temporales como PERIOD04 (Lenz and Breger, 2005) y SIGSPEC (Reegen,
2007) para la deteccion de frecuencias sobre la serie con huecos encuentran 185 fre-
cuencias significativas en el rango de 0 a 900 yHz. En la Fig. 5.21 se muestra un
segmento de la curva de luz donde puede observarse el efecto de las interpolaciones
lineales, marcadas en rojo en la figura. En este caso el nivel de ruido es mucho menor
que en el caso estudiado en el apartado anterior y pueden apreciarse rasgos de la curva
de luz como el batido entre frecuencias.

El orden 6ptimo para el modelo ARMA en este caso es el (34,6), es decir, un
modelo con 40 términos de los cuales 6 son de media movil y 34 son autoregresivos.
Este modelo se ha usado para interpolar los segmentos de datos no-validos contenidos
en los 73433 puntos de la serie de datos de nivel 2 de HD 174966. En la Fig. 5.22 se
muestran detalles de la interpolacion ARMA comparada con la interpolacion lineal.
Puede apreciarse como algunas de las interpolaciones (véase p.ej. el rango de 1.38 a
1.40 dias) lineales en las que se destruye la sefial se han corregido en el panel inferior
donde mostramos la interpolacion ARMA. Esto es determinante para la correcta
determinacion de las fases y también para identificar las frecuencias que componen la
senal y poder estudiar la cuasiperiodicidad.

Si bien, visualmente, en este caso el efecto de la interpolacién parece ser menor en
la curva de luz que en el caso anterior, en la Fig.5.23 puede apreciarse como la interpo-

lacion ARMA elimina toda la contribucion de la ventana espectral que la interpolaciéon
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Figura 5.21: Curva de luz de la estrella § Sct HD 174966. Los puntos marcados en
rojo se corresponden con los datos que han sido interpolados linealmente por el pipeline
que procesa los datos de CoRoT de nivel 2.
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Figura 5.22: Comparacion entre el método ARMA para el relleno de huecos (en rojo)
e interpolacion lineal (en verde) para la curva de luz de la estrella HD 174966 observada
por CoRoT.
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Figura 5.23: Periodograma en escala logaritmica de la curva de luz de la estrella
HD 174966 interpolada linealmente en los huecos (en azul) comparada con el periodo-
grama de la serie con huecos interpolados con ARMA (en rojo). Notese como el efecto
de la ventana espectral se mantiene con la interpolacién lineal.

lineal (en azul en la figura) no es capaz de eliminar. Esto repercute directamente en el
estudio de las cuasiperiodicidades como puede apreciarse en la Fig. 5.24. Para obtener
la lista de frecuencias de cada una de las 2 series (interpolada linealmente e interpo-
lada con ARMA) se ha utilizado la rutina FRECS (ver apéndice A). Posteriormente,
haciendo uso de la técnica para el estudio de las periodicidades desarrollada por Gar-
cia Herndndez Garcia Hernandez (2011), se han obtenido las graficas mostradas en
la Fig. 5.24 para diferentes sets de frecuencias. Los resultados son coherentes con los
que se muestran en Garcia Hernédndez et al. (2013), donde se estudian las periodicida-
des para esta misma estrella pero, en efecto, puede verse que se gana en amplitud al
usar el set de frecuencias detectadas a partir de la serie interpolada mediante ARMA
respecto a la serie interpolada linealmente. Esto se debe a una mejor determinacion
de los valores de las frecuencias y a que el conjunto de frecuencias obtenidas mediante

la serie interpolada linealmente contiene frecuencias espurias.

En conclusiéon se deduce que el método de interpolacién es crucial para el estudio
de las periodicidades en este tipo de estrellas. Por otra parte, en los segmentos
interpolados mediante ARMA no encontramos la estructura fina con apariencia de
ruido que encontramos en el caso anterior. Los segmentos interpolados mantienen las
propiedades a una escala reducida de los segmentos de datos originales. Se descarta,

por tanto, que los efectos mencionados sean metodoldgicos.
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Resultados obtenidos con la interpolacitn ARMA
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Figura 5.24: Periodicidades de HD 174966 en el rango de 0.1 a 100 uHz de la distribu-
cién de frecuencias detectadas en los periodograma de la serie interpolada con ARMA
(panel superior) comparada con las periodicidades del periodograma de la serie con
huecos interpolados linealmente (panel inferior). Las lineas negra, roja y verde se co-
rresponden respectivamente con los subsets de 30, 60 y 114 frecuencias. En el inserto se
representa solamente el rango de bajas frecuencias.
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Figura 5.25: 60 dias de la curva de luz de la estrella Be HD 51193 observada por
CoRoT.

5.2.3 Estrella Be: HD 51193

La estrella HD 51193 (CoRoT 714) es una estrella de tipo espectral B1 con pulsaciones
de tipo Be que ha sido observada durante el segundo Long Run hacia el anticentro
galactico (LRa02). Los datos que se muestran aqui no han sido publicados anterior-
mente pero esta estrella fue observada entre el 2004 y el 2006 desde el Observatorio
de Sierra Nevada (OSN) y se encontré una frecuencia de 2.66 cd™ten los filtros vby
del fotometro Stromgren (Gutiérrez-Soto et al., 2007).

Las estrellas Be son estrellas de tipo espectral B que muestran emision en las
lineas de Balmer. Esta emision se produce por la presencia de un disco ecuatorial
circunestelar que es alimentado por eventos en los que se produce una pérdida de masa
estelar. Estas estrellas se caracterizan por tener dos tipos de variabilidad fotométrica:
variabilidad de largo periodo (semanas o meses) y variabilidad de corto periodo (0.1
a 2 dias). La primera se produce debido a las variaciones de densidad y tamano del
disco circunestelar, y la segunda se atribuye a pulsaciones no-radiales.

Para caracterizar su variabilidad y hacer uso de modelos que expliquen el origen de
esta es necesario que los datos puedan ser analizados sin huecos para poder estudiar
la evolucién de las amplitudes y fases con el tiempo.

La serie completa de HD 51193 contiene 114.41 dias pero en la fig. 5.25 mostramos
los primeros 60 dias observados por CoRoT para visualizar las variaciones de la curva
de luz. En esta figura puede apreciarse que la amplitud de las oscilaciones varian de
forma bastante irregular. Esto es una caracteristica tipica de este tipo de estrellas

pulsantes. El orden 6ptimo del modelo ARMA para esta serie segun el criterio de
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Figura 5.26: Comparacién entre el método ARMA para el relleno de huecos (en rojo) e
interpolacion lineal (en verde) para la curva de luz de la estrella Be HD 51193 observada
por CoRoT.

Akaike resulta ser el (24,17). El modelo que usamos para la interpolacion de los
huecos consta, por tanto, de 41 coeficientes de los cuales 17 son de media movil y 24
son autoregresivos. Con este modelo se ha reconstruido el muestreo uniforme de la
serie de 308917 puntos.

En la Fig.5.26 se muestran detalles de la interpolacion ARMA comparada con la
interpolacion lineal. Los detalles que aparecen en esta figura no muestran una diferen-
cia notable entre los resultados de ambas interpolaciones. Asi, aparentemente, no seria
necesario utilizar una interpolacién mas sofisticada que la interpolacion lineal para
una curva de luz con variaciones de largo periodo como es esta. Esto seria coherente
con los resultados obtenidos en el test numérico de bajas frecuencias. No obstante,
cuando estudiamos el periodograma correspondiente a cada serie los resultados que
encontramos son bien distintos.

Como puede verse en la Fig. 5.27 los alias que aparecen en el periodograma de la
serie interpolada linealmente han desaparecido casi por completo en la serie interpo-
lada mediante ARMA. Solamente aparece un pico en la frecuencia orbital (13.97 cd™!)
debido a que no es posible eliminar la modulacién del satélite con la interpolacion.
Debido a la sensibilidad de los detectores del satélite a las variaciones de temperatura
la funcién respuesta del satélite es funcion de su 6rbita también con lo que se produce
una modulacién. Este efecto es mucho mas marcado en la camara de exoplanetas

pero aparece también en algunos objetivos del seismocampo como este.
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Figura 5.27: Periodograma en escala logaritmica de la curva de luz de la estrella
HD 51193 interpolada linealmente en los huecos (en azul) comparada con el periodograma
de la serie con huecos interpolados con ARMA (en rojo). Notese como el efecto de la
ventana espectral se mantiene con la interpolacién lineal.

Por otro lado, el hecho de que el espectro de una estrella Be con pulsaciones de
bajas frecuencias se vea mucho mas afectado por los alias que en el test numérico
llevado a cabo en § 5.1.1.1 hace pensar que la senal que se haya bajo esta curva de
luz es una funcién de distinto tipo a la que corresponde al modelo usado en el test,

es decir, no se comporta como una funcién analitica.
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Parte 111

Estudio de la validez del desarrollo
en serie de Fourier de una serie
temporal
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Gracias a la calidad sin precedentes de los datos obtenidos por misiones espa-
ciales como CoRoT o Kepler se ha conseguido mejorar los modelos teéricos de las
pulsaciones estelares y con ello realizar una mejor inferencia de la estructura estelar.
Pero para entender correctamente la naturaleza de los procesos observados, el aparato
matemaético usado para interpretar los datos debe poder reproducir la estructura en-
tera de los datos de forma numérica, dejando s6lo una serie aleatoria independiente
como residuos. En la préactica esto raramente ocurre y los residuos, por pequenos
que sean, preservan cierta estructura que hace que sean muy distintos de una se-
cuencia aleatoria independiente y en muchos casos resultan tener una distribucién no
gausiana. Esto es especialmente evidente en algunas estrellas pulsantes ¢ Sct (Poretti
et al. 2009; Garcia Hernandez et al. 2009) y v Dor (Chapellier et al., 2011) observadas
por CoRoT.

Desde que se realizaron los primeros analisis el aparato matematico usado en as-
trosismologfa se ha basado series de Fourier (i.e. periodograma Lomb-Scargle, Scargle
1982). El analisis de Fourier es una técnica tutil para la deteccion de frecuencias pero
tiene una variedad de dificultades que no se consideran siempre en detalle en la lit-
eratura. Si la secuencia analizada pertenece a un conjunto de datos no-perioédico
o cuasiperiddico, el nimero de componentes espectrales necesitado para represen-
tar la senal puede ser tan grande que la informacién fisica proporcionada por su
representacion de Fourier pierda su utilidad. Restringir el niimero de componentes
espectrales usado para el analisis armoénico sélo incrementa la probabilidad de obtener
informacién enganosa.

Por otro lado, para poder utilizar el potencial de las técnicas de Fourier el Teor.
de Parseval ha de cumplirse. En su versién discreta este teorema dice que la suma del
cuadrado del médulo de una secuencia es igual a la suma del cuadrado del médulo
de su transformada de Fourier. Esto hace posible la representacion espectral de la
secuencia siempre que esta sea de cuadrado sumable. Esto es algo que se utiliza como
hipoétesis de partida pero nunca se verifica.

En esta parte de la memoria examinamos la correspondencia de algunas propiedades
derivadas a partir de las componentes espectrales halladas en la curva de luz de la
estrella HD 174936 con las técnicas clasicas de Fourier, con las propiedades que se
pueden derivar directamente de los datos originales. Concretamente, examinamos
una propiedad de estructura fina! que llamamos conectividad (Pascual-Granado et al.,
2014) que esta intrinsecamente relacionada con la analiticidad de la funcién continua

que subyace a las series temporales.

'"Llamamos aqui estructura fina a variaciones intrinsecas de la serie a una escala del orden del
muestreo At de la serie y que no se deben a ningtin fenémeno estocastico.
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De este modo, estamos evaluando la identidad entre la representacion espectral
obtenida y los datos originales, y al mismo tiempo evaluamos la validez de la hipotesis
de integrabilidad del cuadrado de la senal.

El primer capitulo de esta parte estd dedicado a sentar las bases matemaéticas que
sustentan las técnicas y los resultados que se presentan en los 2 capitulos siguientes.
En el Cap. 7 definimos el concepto de conectividad, que es una funcion que describe
de que forma se conectan los puntos de la funciéon muestreada. Definida de este modo,
la conectividad da una aproximaciéon adecuada al concepto de diferenciabilidad para
series temporales siempre y cuando la funcion sea de banda limitada y el muestreo sea
suficiente. Usaremos 2 aproximaciones para hallar las conectividades, una esta basada
en los polinomios splines y la otra se basa en modelos autoregresivos. Los resultados
de las pruebas que llevamos a cabo se presentan en el Cap. 8. El primer caso estudiado
es la estrella HD 174936 para la cual hemos tratado de replicar los resultados obtenidos
con los datos de CoRoT mediante una simulaciéon numeérica basada en el contenido
en frecuencias para esta estrella publicado en la literatura. Ademads, para descartar
que los efectos instrumentales puedan ser una causa de los fenémenos presentados,
hicimos el test de analiticidad también en otras estrellas observadas mediante Kepler,

y el Sol mediante SoHO.
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Capitulo

Consideraciones sobre la consistencia
del analisis de frecuencias

“It is a capital mistake to theorise before one has data. Insensibly one
begins to twist facts to suit theories instead of theories to suit facts.”

The Adventures of Sherlock Holmes - A. C. Doyle

T \» general, la hipotesis més elemental que se puede hacer sobre las fluctuaciones

—

!de cualquier fendémeno es que éstas se distribuyen siguiendo una gausiana ya

que es la distribuciéon con mayor entropia de entre todas las distribuciones de los
reales posibles con una media y varianza determinadas. Ademas el Teorema Central
del Limite (Spiegel, 1992) nos dice que la suma de N valores aleatorios independientes
(siendo N un numero entero suficientemente grande) tomados de una distribuciéon con
media y varianza definidas, da como resultado valores de una distribucién gausiana.
Es decir, independientemente de qué distribucién tengan esos valores, su suma seguira
una distribucién gausiana. Esto hace que la distribucién gausiana esté presente en
la mayorfa de los fenémenos fisicos estudiados y se asume a menudo la validez de
la hipotesis de gausianidad (véase p.ej. la radiacion cosmica de microondas (Guth,
1981). En § 6.1 discutimos la trascendencia de esta distribucion.

Por otra parte, es tremendamente tutil comparar con una distribucién gausiana ya
que las desviaciones sobre ésta nos proporcionan informaciéon sobre el fenémeno fisico
que se estudia. Existe toda una plétora de mecanismos fisicos distintos que pueden
causar la aparicion de desviaciones sobre la gausiana en la distribuciéon. Es, por tanto,
muy complicado realizar de partida una descripcién fisica de la no gausianidad. No
obstante, se puede inferir estudiando propiedades matematicas de las series temporales
que pueden inducir la no gausianidad como son la no linealidad o la no-estacionaridad.
En § 6.2 discutimos, ademds, como la no analiticidad de la funciéon que subyace a las

series temporales puede estar también en el origen de la no gausianidad.
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6. CONSISTENCIA DEL ANALISIS
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Figura 6.1: Serie de datos aleatorios generados segiin una distribucién gausiana de tipo
N(0,1) normalizada a la unidad. El valor de la serie numeérica se representa en ordenadas
y en abcisas el indice correspondiente. Notese como los datos se distribuyen de manera
suave en torno a la media.

La analiticidad, tal y como se definimos en § 7, es ademds condicién necesaria
para poder realizar un andlisis armoénico consistente. Esta condicion se desarrolla en

el § 6.3 de este capitulo.

6.1 La distribucién gausiana

Una variable X cuya densidad de probabilidad es
Flz) = ﬁe—w—ﬁ/w o<z <oo (6.1)
se dice que tiene una distribucién gausiana o normal con media p, y varianza 2. La
notacién usual para designar esa distribucion es N(u, 02). La densidad de probabilidad
de esta distribucién tiene la bien conocida forma acampanada y las graficas de las
series que siguen esta distribucion se caracterizan porque aparecer como un gradiente
suave en torno a la media de la distribucion ya que los saltos grandes en ordenadas son
poco probables. En la Fig. 6.1 se ha representado una realizacién de una secuencia
de datos que sigue esta distribuciéon donde se puede apreciar estos detalles.
El rol preeminente que esta distribucion juega en teoria de probabilidad se atribuye

al Teor. Central del Limite. Este teorema se formula de la siguiente manera:
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6.2 Desviaciones sobre la gausiana

Sea X1,Xo9,....,X,,... una secuencia de wvariables aleatorias identicamente dis-

tribuidas, cada una con una media finita p y una varianza o2, y Sy
Sn=_X; n=12..

entonces cuando n — 0o. la distribucidn de la secuencia

(S — ni1)/(o+/R) = N(0,1)

Y de manera equivalente se puede decir: S,, ~ N(nu,no?). Concretamente, es facil
probar para una distribucién binomial o una distribucién de Poisson que la suma
de un nimero considerable de variables independientes da lugar a una distribuciéon
gausiana.

En vista de este resultado es razonable suponer que los errores involucrados en las
medidas de la mayoria de las cantidades fisicas tengan distribuciones muy cercanas a
la gausiana dado que esos errores surgen usualmente del efecto combinado de un gran
numero de fuentes de error independientes. De este modo, la cantidad fisica medida
como suma de un valor “verdadero” mas un error tendria también una distribuciéon
aproximadamente gausiana (Priestley, 1981).

Sin embargo, la trascendencia de esta distribuciéon va mas alla de su uso en in-
ferencia estadistica, ya que se ha de entender esta como la distribuciéon més natural
en cualquier fenémeno estocéastico dado que maximiza la entropia. En efecto, dada
la media 4 y la varianza o? de una distribucion, la gausiana es aquella que maximiza
la funcion entropia de la informacion (estrechamente relacionada con la entropia ter-
modindmica) que toma el valor In(ov/2me). A raiz de este resultado fundamental se
puede interpretar que los errores que dan lugar a una desviacién sobre la distribu-
cion gausiana han de tener informacion fisica esencial para comprender el fenémeno

estudiado.

6.2 Desviaciones sobre la gausiana

Cuando se realiza un andlisis espectral para encontrar las periodicidades de una serie
temporal la herramienta més extendida es el periodograma (ver Cap. 2.2). Para la
deteccion de frecuencias se utiliza el test de Fisher (Fisher, 1929) que se obtiene a
través de la teoria de distribuciones. FEste test se basa en que las variables sean
aleatorias independientes e idénticamente distribuidas (i.i.d.) y gausianas de modo

que si X; es un proceso gausiano su transformada de Fourier

Sn(¢) =D X; exp(ijo)

J=1
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es un proceso gausiano complejo, y partiendo de las propiedades de la distribucién
gausiana se puede determinar la significancia de un determinado pico en el espectro de
Fourier. En cambio, si el proceso X; no tiene una distribucién gausiana la distribucién
de S, no tendra una forma cerrada y no se podrd determinar la significancia de los
picos.

Entendemos las curvas de luz estelares como series temporales compuestas por 2
procesos, uno que representa a la senal y otro que representa al ruido. El primero es
una funcién de tipo armonico y el segundo es no arménico. La distribucion de una
funcién armonica sencilla no es de tipo gausiano pero en la practica, la distribucion
de los datos procedentes de las observaciones estan dominados por una componente
con este tipo de distribuciéon que es la que se interpreta como ruido. Esta compo-
nente aparece como residuo al hacer un proceso de prewhitening de las componentes
armoénicas detectadas en la serie temporal.

A menudo al analizar las observaciones por satélite de estrellas pulsantes surgen
distribuciones que no son de tipo gausiano (véase p.ej. Degroote et al. 2009) pero
cuando las desviaciones son pequenas se supone que los métodos clasicos pueden seguir
usandose. No obstante, la estimacion de los parametros (las amplitudes en la ref.
citada) puede verse sesgada debido a una asimetria estadistica. Para determinar los
parametros bajo la hipotesis del test de Fisher en situaciones en las que la distribuciéon
de los errores es no gausiana se introducen correcciones que tienen en cuenta efectos
de correlacion que describen estadisticamente la desviacién sobre la gausiana. Sin
embargo, no se proporciona un modelo fisico de estas correlaciones y la no gausianidad
se desprecia como una simple perturbacion.

Entre las posibles causas de no gausianidad en los residuos se halla la presencia
de efectos no lineales en la curva de luz. Se puede demostrar por el Teor. Central
del Limite que, dada una realizacion de un proceso de tipo gausiano X (t) hasta un
tiempo ¢’ determinado, la media condicional (valor més probable de una prediccion)
del valor X (¢ + 7) con 7 > 0 es una funcion lineal de {X (¢);¢ < ¢'}. Este resultado
justifica el analisis lineal de este tipo de procesos, de modo que bajo la hipotesis de
gausianidad se suele restringir la atencién a funciones lineales. Pero este resultado
nos indica ademés, que la falta de linealidad en el proceso puede contraer que la
distribucién sea no-gausiana.

Existen varias explicaciones para la aparicién de no linealidades en curvas de luz
como son: el acoplamiento a través de resonancias entre modos que interaccionan
(Dziembowski, 1982), las oscilaciones en regimenes altamente no-adiabéticos (Saio
et al., 1998), o una distorsiéon en la curva de luz causada por una respuesta no lineal

del flujo estelar (Garrido and Rodriguez, 1996).
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Figura 6.2: Serie de datos aleatorios generados segin una distribucion de tipo

B(0.5,0.5) en el intervalo [0,1]. Notese como los datos se apilan en los extremos del
intervalo.

Otra causa de no gausianidad es la falta de estacionaridad de la curva de luz,
es decir la variacion temporal de los momentos de la distribucion (Priestley, 1988).
Esto puede manifestarse como una variacion de amplitudes y fases con el tiempo que
podria estar en relaciéon también con los propios efectos de la no linealidad de la serie.

En cualquier caso, cualquier teorizacion debe ajustarse a los hechos y no a la
inversa, de modo que si no poseemos informacion adicional no podemos descartar
cualquier otro origen para la aparicion de efectos no lineales en las curvas de luz.

Finalmente, existe una causa de no gausianidad no considerada en la literatura
pero que puede probarse mateméticamente, esta es la no analiticidad de la funcién.
En efecto, puede demostrarse (Ventkus, 1982) que una funcion aleatoria gausiana es
infinitamente diferenciable y analitica. Por tanto, una funcién no analitica ha de ser
no gausiana. Esto resulta evidente cuando se comparan la Fig. 6.1 y la Fig. 6.2.

Se puede apreciar que, a diferencia de lo que ocurre con una secuencia aleatoria
con distribucién gausiana, los datos generados mediante una distribucién no gausiana
8 = 0.5,

presentan saltos que son propios de una funciéon con problemas de diferenciabilidad.

como la B(0.5,0.5), es decir, una distribucién Beta con parametros o

Este es un ejemplo claro de una distribuciéon no gausiana que es no analitica.

Este aspecto, el de la no analiticidad de las series, es el que nos concierne en el

101



6. ANALITICIDAD

siguiente apartado y en los proximos capitulos pues, ademés de ser una posible causa
de la no gausianidad de las distribuciones de residuos, complica el andlisis arménico
que se lleva a cabo para la deteccién de frecuencias. De hecho, como veremos, un
criterio para la consistencia del anélisis de frecuencias realizado mediante técnicas de
Fourier es que la funcién que subyace a las series temporales sea analitica. Si esta

condicién no se cumple, no estd garantizada la consistencia del andlisis.

6.3 Condiciones para el analisis armdénico

Para poder aplicar las técnicas de Fourier a una funcién dada, deben satisfacerse las
condiciones para que se cumpla el Teor. de Parseval (Kaplan, 1992). Este teorema
dice que la integral del médulo al cuadrado de una funcién es igual a la integral
del médulo al cuadrado de su transformada de Fourier. Para que esto se cumpla la

funcién debe ser de cuadrado integral, es decir,

+o0o
/ |F(x)?|dt < oo (6.2)

— 0o

La expansion de Fourier de una funcién converge puntualmente c.t.p. cuando ésta es
de cuadrado integrable (Carleson, 1966). A diferencia de las series de Fourier, que son
una suma infinita, la Transformada de Fourier Discreta (TFD) y su inversa, que es la
anéloga a las series de Fourier, siempre convergen a un valor si la secuencia es finita,
dado que la suma es finita. Pero cuando la serie de Fourier de la funcion es divergente
o no converge al valor de la funcién en cada punto, la TFD deja de proporcionar una
descripcion fisica de la funcién basada en sus componentes de frecuencia. Es decir,
una frecuencia es s6lo una variable fisica bien definida cuando la serie de Fourier
converge.

Por lo tanto, antes de que se pueda aplicar un anélisis de Fourier a una serie
temporal se debe demostrar la convergencia de la expansion en series de Fourier de
la funcion.

Por otro lado, la analiticidad de una funcién es condicién suficiente para que se
cumpla la integrabilidad del cuadrado (van Dijk, 2009). Se dice que una funcién
es analitica si es infinitamente diferenciable de modo que su expansién en serie de
Taylor es convergente. Si esta condicién no se cumple la convergencia de la serie de
Fourier no estd garantizada. Esta es la razén por la que es tan importante evaluar
la analiticidad de la funcién antes de llevar a cabo el anéalisis armoénico. De aqui en
adelante nos referiremos a analiticidad como la propiedad de que una funcién pueda
ser desarrollable en una serie de Fourier. Para estudiar la analiticidad de una funcién
introduciremos en el Cap. 7 una aproximacion para hallar la diferenciabilidad de series

discretas: la conectividad.
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Capitulo

El método de las conectividades

“It has long been an azxiom of mine that the little things
are infinitely the most important”

The Adventures of Sherlock Holmes - A. C. Doyle

En este capitulo de la memoria introducimos una metodologia que, evaluando la
analiticidad de la funcién que subyace a las observaciones, permite verificar que se
cumplen las condiciones necesarias para el andlisis armoénico. La analiticidad de las
curvas de luz puede estar, ademads, en conexién con la no gausianidad encontrada en

la mayoria de ellas como hemos visto en el Cap. 6.2.

7.1 Conectividad

7.1.1 Concepto

En Astronomia es frecuente que los datos observacionales consistan en una secuencia,
discreta de muestreos de una funcioén subyacente, que generalmente se considera con-
tinua'. Esta funcion es la representacién de un observable fisico dado. Entendemos
por observable la cantidad fisica que satisface todas las propiedades derivadas de la
definicion de medida de Lebesgue (Jech, 1997). Es importante destacar aqui que un
observable de una propiedad fisica dada no tiene por qué coincidir necesariamente
con la funcién que lo representa.

La secuencia discreta de variaciones fotométricas de la luminosidad de las estrellas
pulsantes es lo que se conoce como curva de luz. Podemos estudiar la variabilidad
estelar a través de la curva de luz o a través de la secuencia de medidas de la velocidad

radial (RV).

!Cuando hablamos aqui de funcién continua nos estamos refiriendo a una secuencia de datos
espaciados infinitesimalmente, y por discreta nos referimos a una secuencia de datos con un espaciado
finito.
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Al considerar la funcién continua que representa al observable la primera cuestion
que surge es: jpodemos hallar una secuencia discreta de valores que determine com-
pleta y tnicamente las propiedades de la funcién entera sin necesidad de conocer los
infinitos valores de esta? Este es el clasico problema del muestreo y para un funcién
de banda limitada el Teor. de Nyquist-Shannon (Shannon, 1949) establece que la
funcién se puede reconstruir perfectamente a través de un conjunto finito de datos
de la funcién con una separacién equidistante si la funcién es de banda limitada y la
anchura de esta es menor que la mitad de la frecuencia de muestreo.

Cuando elegimos las condiciones de forma que la respuesta a la pregunta de antes
es afirmativa, como es el caso de los datos procedentes de misiones como CoRoT o
Kepler, deberiamos poder estudiar todas las propiedades de la funcién subyacente
incluso las que conciernen a los limites en un punto de la funciéon. Sobra decir que
excluimos de esta argumentacion los eventos singulares que no son propios de la senal
sino de artefactos.

Dicho todo esto, estamos interesados ahora en una propiedad que se relaciona
con la forma en que los puntos de una secuencia discreta pueden ser extrapolados
para reproducir con exactitud la funcién continua subyacente (en adelante omitire-
mos el adj.subyacente). Esta propiedad, que esté intrinsecamente relacionada con la
analiticidad de la funcién, es lo que llamamos la conectividad de los datos.

Normalmente para estudiar la continuidad de una funcién en un punto hallamos
los limites laterales y comprobamos que convergen al mismo valor y que este es el
valor de la funcién en ese punto. De una forma similar, dado un punto de una
secuencia discreta podemos calcular una extrapolacién adelante usando los datos que
le preceden, y a la vez una extrapolaciéon atras a partir de los datos posteriores, y
comprobar si ambas extrapolaciones convergen hacia el mismo valor y si coincide con
el valor del punto de la secuencia seleccionado.

Podemos generalizar diciendo que la secuencia discreta generada a partir de la
funcién continua es una secuencia estocéstica con una parte determinista que puede
tener una estructura de tipo oscilatorio, que es precisamente la senal en la que estamos
interesados. De hecho, es el Teor. de descomposicion de Wold (Wold, 1938) el que
nos asegura que esto sea asi al establecer que cada proceso estacionario puede ser
representado siempre mediante un proceso estocastico que posee una componente
puramente determinista como se coment6 en la primera parte de la memoria.

Ahora bien, la componente aleatoria que contiene el proceso estocastico podria
complicar el andlisis de la conectividad de los datos debido a que las senales de tipo
aleatorio no son continuas en un sentido estricto, pero la generalizacién anterior nos
permite hacer uso de un importante teorema mateméatico para demostrar la consisten-

cia del método que proponemos para estudiar la analiticidad de la funcién subyacente.
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7.1 Conectividad

El Teor. de Continuidad de Kolmogorov (Revuz and Yor, 1999), que se aplica
a series estocésticas, permite extender propiedades a toda la serie a partir de un
conjunto finito de datos. Dicho de otro modo, segiin este teorema, propiedades como la
diferenciabilidad, cuya determinacion requiere conocer datos infinitamente cercanos y
no pueden ser determinadas mediante las definiciones clasicas en procesos estocasticos,
pueden extenderse a partir de un namero finito de muestreos de la serie estocastica. La
extension de las propiedades es posible siempre que se satisfagan ciertas condiciones
sobre los momentos estadisticos de los incrementos de los datos que garantizan la
separabilidad.

Basicamente estas condiciones se cumplen cuando los momentos de los incrementos
varian como mucho como una ley de potencias. Ya que esto es lo esperado para el tipo
de datos que usamos en astrosismologia, estas propiedades pueden estudiarse en las
series temporales que analizamos a pesar de la componente aleatoria. No se espera,
por tanto, que la componente aleatoria de los datos complique la caracterizacion de

la funcién continua a través de las conectividades.

7.1.2 Definicion

La argumentaciéon anterior nos asegura la consistencia del método descrito de forma
cualitativa mas arriba. Ahora vamos a una definicion més formal de la propiedad que
hemos llamado conectividad €,, de un punto X,, de la secuencia discreta muestreada

de la funcion F(x).

C, = —e (7.1)

donde Xﬂ: y XZ son las predicciones por delante y detras del punto X,, respecti-

vamente, y efl, el,’“ son los errores de dichas predicciones.

o =zf—x,
& =ab—x,. (7.2)

A partir de esta definicién se puede expresar una aproximaciéon a la condiciéon de
derivabilidad en un punto para F(x,):
b f
Ty — Tntl Tn — Tp—1

At At (7.3)

donde At es el intervalo de muestreo de la secuencia. Es facil ver a partir de estas

ecuaciones que la conectividad es una propiedad intrinsecamente relacionada con el
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concepto de derivabilidad. La aproximacion numeérica a la derivada en un punto D,

en Iy puede expresarse como:

o Cn + Tnt1 — Tp—1

Dn
2At

(7.4)

que se reduce a la tipica derivada en un punto (Burden and Faires, 2011) para datos
discretos cuando ©,, = 0. Cuando las conectividades no son cero sino valores distribui-
dos aleatoriamente de manera independiente, la derivada todavia puede considerarse
bien definida. En ese caso las conectividades pueden considerarse simplemente las
desviaciones de la derivada en ese punto. De lo contrario, la condicién de derivabili-

dad no se cumpliria.

7.1.3 El coeficiente de no-diferenciabilidad de una funcién

En su articulo de 1923 titulado “Differential Space”, Norbert Wiener (1923) aborda
el estudio de procesos estocdasticos gausianos como el movimiento browniano a través
del funcional que describe la trayectoria en un espacio que se considera de dimen-
si6n infinita por ser esta muy grande. Sin embargo, el espacio que él llama espacio

diferencial no es el espacio de posiciones sino el de las cantidades

v =1()- 1)
we= () - S0
e = F) - S,

donde los f(2),..., f(%), .., f(1) son las dimensiones del funcional f(¢) del proceso

que se estudia. Asi pues, Wiener obtiene el siguiente resultado fundamental:

La probabilidad de que

=k k—172
Jim Zl:f(g) —[(=—=) =0 (7.5)
para una funcion continua de variacion total limitada T sobre el intervalo [0,1], y

en particular, cuando f(t) posee una derivada acotada en ese intervalo cerrado.

De este modo, el limite de arriba puede considerarse como una especie de coefi-
ciente de no-diferenciabilidad de f.
Ahora bien, volviendo al caso que nos ocupa, el funcional f(t) se puede considerar

en nuestro caso un vector || X|| de valores en tiempos discretos de las observaciones,
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donde X (t) es nuestra serie temporal. En Schwarzenberg-Czerny (2003), por ejemplo,
Schwarzenberg-Czerny estudia la estadistica de las series temporales en astronomia
a partir de la ortogonalidad de los componentes de ese vector n-dimensional || X]||.
Siguiendo la analogia con el funcional de Wiener, podriamos considerar que el resul-
tado anterior se puede aplicar a nuestras series temporales también para estudiar la
diferenciabilidad de estas.

Asi pues, nuestro test incluye ademas del calculo de las conectividades el estudio
de la tendencia asintotica de la suma de los cuadrados de las G, con el nimero de
puntos n usados para calcular las conectividades.

Cabe mencionar, que el articulo de Wiener, es un resultado que se desconocia a
priori a la hora de realizar este trabajo de tesis, pero se hace una mencién especial en
éste apartado dado el paralelismo de los resultados a los que se ha llegado de manera
independiente.

Ahora para calcular las conectividades, las extrapolaciones requieren de un mod-
elado de los datos de forma paramétrica. Para ello hacemos uso de 2 aproximaciones
que veremos en el proximo apartado: los splines y métodos autoregresivos de media

movil (ARMA).

7.2 Meétodos

7.2.1 Splines

Para hallar las predicciones hacia adelante y hacia atras tenemos que usar un mo-
delo que pueda aproximar arbitrariamente bien las funciones continuas. El Teor. de
Stone-Weierstrass (Royden, 1988) establece que una funcién uniformemente continua
en un intervalo cerrado [a,b| puede ser aproximada arbitrariamente bien, es decir, con
toda la precisiéon que se desee, por un polinomio de grado n, donde en es un niimero
natural. Entonces, la funcién continua entera puede expresarse como una funcién
polinémica a trozos. No obstante, las funciones polindémicas a trozos tienen un pro-
blema, el fenomeno de Runge, que se caracteriza por mostrar unas oscilaciones en los
extremos de una funcion, esto es similar a lo que ocurre con el fenémeno de Gibbs en
la aproximacion de Fourier.

Otro punto crucial aqui es que los polinomios a trozos son funciones continuas que
no necesariamente tienen que ser analiticas ya que pueden tener problemas con las
derivadas de orden alto. Entonces, en lugar de elegir los polinomios para modelar la
funcion, elegimos splines, es decir, una funcién definida a trozos de polinomios suaves.
Esta condicién adicional que es la suavidad de la funcion, garantiza la analiticidad de

la extrapolacién y por tanto la convergencia de su desarrollo en serie de Fourier. Al
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mismo tiempo, se resuelve el problema del fenémeno de Runge ya que este desaparece
al usar funciones suaves.

Definido bajo estas condiciones el problema se presenta de forma muy general de
modo que todas las consecuencias derivadas no sélo se aplican funciones polinémi-
cas. Si podemos ajustar arbitrariamente bien la funcién continua con un modelo
parametrico de splines la condicién para el andlisis arménico que es la condiciéon de
analiticidad, se cumple. De lo contrario, la convergencia de las series de Fourier no
estd garantizada para la funciéon continua.

La aproximacion con splines nos da una informacién esencial sobre propiedades
local de la funcién continua que genera la secuencia discreta observada como son la
diferenciabilidad. Pero podemos obtener una percepcién mas profunda sobre el origen
fisico de dichas propiedades si comparamos los resultados con los que se obtienen al
hacer uso de otra aproximacion que no se base en funciones analiticas, es decir, que sea
capaz de ajustar la funcion continua también en el caso de que esta no sea analitica.
Los modelos autoregresivos, aunque son de dificil interpretaciéon, nos proporcionan esa
base ya que el ajuste que proporcionan siempre puede reducir los datos a una serie
de valores aleatorios estrictamente independientes, de modo que modelizan todas las

propiedades presentes en los datos.

7.2.2 ARMA

La segunda aproximacioén que usamos para la prediccién hacia adelante y hacia atras
de cada punto para calcular las conectividades son modelos ARMA (Box and Jenkins,
1976) (estos fueron definidos anteriormente en el Cap. IT). Al igual que con el modelado
de splines, la precision de las extrapolaciones que se llevan a cabo mediante modelos
ARMA depende del numero de datos del segmento modelado. Pero ademés. las
extrapolaciones ARMA dependen de 2 parametros: los érdenes p vy ¢, que son el
numero de coeficientes autoregresivos y el niimero de coeficientes de media movil,
respectivamente.

Por lo general, un modelo ARMA puede reproducir una funcién seno con sélo 3
términos y conforme el naimero de componentes de frecuencia aumenta el namero de
términos necesarios del modelo ARMA para reproducir la sefal aumenta de manera
correspondiente.

El algoritmo usado para calcular los modelos ARMA se basa en una minimizacion
de los residuos y por tanto, es insensible a la flecha del tiempo (Scargle, 1990). Sin
embargo, extrapolamos s6lo un punto cada vez y los segmentos de datos modelados
son suficientemente cortos como para poder estimar las derivadas sin que la direccién
del tiempo introduzca un sesgo en los resultados. Por otro lado, la invariancia a la

flecha del tiempo nos permite calcular las extrapolaciones hacia atrds simplemente
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invirtiendo la matrix de la extrapolaciéon hacia adelante para el segmento de datos
posteriores al punto en cuestion.
Para hallar las extrapolaciones ARMA usamos un algoritmo iterativo que involu-

cra los siguientes pasos:

1. Identificacion del orden inicial del modelo - afecta principalmente a la velocidade

de convergencia.

2. Célculo de los pardmetros usando un algoritmo de optimizacion dados los Or-

denes para las contribuciones AR y MA del modelos.

3. Evaluacién de la validez del modelo basada en la bondad del ajuste en las
extrapolaciones hacia atras y adelante. El algoritmo empieza de nuevo con los
nuevos valores de los érdenes incrementados hasta que se alcanza un minimo en

los residuos.

Cabe mencionar aqui, finalmente, que a pesar de tener una dificil interpretacion
fisica los modelos ARMA tienen una serie de ventajas sobre los modelos que parten
de una descomposiciéon en funciones de forma - cerrada. Al contrario de técnicas
como las de Fourier, los métodos autoregresivos no usan ninguna forma de expresion
analitica. Asi pues, la descomposicion de Fourier es util para la descripcion de procesos
peri6édicos con una variacién no-peridédica pequena ya que la expansién en series de
Fourier de una funciéon periédica es finita. Pero cuando estamos modelando todos
los aspectos de una funcion y algunos de esos aspectos son rasgos no-peridédicos cuya
expansion en series de Fourier puede ser infinita, puede ser més apropiado el uso de
métodos autoregresivos.

En el préoximo capitulo nos dedicaremos a aplicar los métodos descritos aqui a

casos de estudio en astrosismologia.
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Capitulo

Analiticidad de las series observadas

“I turn away with fear and horror from the lamentable plague

of continuous functions which do not have derivatives...”

Hermite, letter to Stieltjes, 20 de mayo de 1893

Probamos a continuacion la metodologia introducida en el capitulo anterior usando
datos obtenidos mediante distintos satélites (CoRoT, Kepler, y SOHO) para estrellas
pulsantes de diferentes caracteristicas (Pascual-Granado et al., 2014). Concretamente

estudiamos la analiticidad de las curvas de luz de las siguientes estrellas:

Nombre Tipo de pulsante Tipo de medida  Instrumento Referencia

HD 174936 & Sct fotometria CoRoT
Garcia Hernandez et al. (2009)
KIC 006187665  hibrida § Sct/~y Dor fotometria Kepler -
Uytterhoeven et al. (2011)
El Sol solar-like vel. radiales SoHO/GOLF
Garcia et al. (2005)

HD 181072 Constante fotometria CoRoT

Degroote et al. (2009)

Tabla 8.1: Resumen de las estrellas analizadas.

Para la estrella HD 174936 hemos realizado ademas, el test de analiticidad so-
bre un modelo analitico que construimos basandonos en el contenido en frecuencias
publicado en Garcia Hernandez et al. (2009). Comparando los resultados con el mo-
delo analitico hallado mediante técnicas clasicas de Fourier podemos comprobar si
propiedades de la curva de luz original como la analiticidad son reproducibles en el
modelo asi construido, evaluando de este modo la validez del desarrollo en series de

Fourier de las curvas de luz.
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8.1 HD174936

Esta estrella representa un caso paradigmético de los retos que surgen al tratar de
encontrar una interpretacion fisica de las curvas de luz estelares mediante un anélisis
de Fourier. En Garcia Herndndez et al. (2009), con un limite bastante conservador en
senal-ruido, encontraron que la curva de luz de esta estrella presenta 422 frecuencias
significativas. Sin embargo, ninguno de los modelos estudiados predice el intervalo
completo de frecuencias hallado en las observaciones mediante técnicas de Fourier.

Entre las distintas hipotesis propuestas para explicar esta discordancia entre teoria
y observaciones, Kallinger (Kallinger and Matthews, 2010) propuso que la mayoria
de los picos en el espectro de Fourier son causados por un ruido coloreado de fondo
debido a la granulacion, y determinaron que menos de 100 frecuencias son debidas a
pulsaciones después de eliminar una funcién de ley de potencias al espectro.

Este procedimiento parece reproducir bien la densidad de frecuencias que se es-
peran tedricamente pero no deja de ser una hipétesis que no tiene una relacién con-
trastada con el origen fisico de las frecuencias y, de hecho, no existe un modelo de la
granulacion para este tipo de estrellas que justifique usar dicho procedimiento.

Dadas las peculiaridades del espectro de esta estrella, y puesto que es una estrella
que se ha estudiado bien en la literatura, se ha seleccionado como caso de estudio
principal para nuestras pruebas. No obstante, es importante destacar aqui que este
es s6lo uno de los miltiples casos en que los anélisis de objetivos observados por los

satélites CoRoT y Kepler han mostrado muchas més frecuencias de las esperadas.

8.1.1 Modelo analitico para HD 174936

Este modelo se construye usando las amplitudes, frecuencias y fases de las 422 fre-
cuencias halladas mediante técnicas clasicas de Fourier y ajustadas a una expansién

en series de Fourier de la forma:

x(t;) = ZAi cos(2mvjt; + ¢j) + NP (8.1)
i=1

donde A;, v;, y ¢; representan respectivamente las amplitudes observadas, las
frecuencias, y las fases. El término NP representa el ruido blanco definido como
una distribucién normalizada escalada a los datos teniendo en cuenta la proporcién

sefial-ruido de Garcia Hernandez et al. (2009)

NY =< oV > (8.2)

En la Fig. 8.1 comparamos la curva de luz original de CoRoT con una realizacién

del modelo analitico que acabamos de describir.
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Figura 8.1: Segmento de 1000 puntos de la curva de luz de la estrella HD 174936. El
panel superior muestra una realizacién del modelo analitico que ajusta la curva de luz
de esta estrella. El panel inferior muestra los datos originales tomados por CoRoT.

Ademas de este modelo hemos definido también un segundo modelo analitico en
el que anadimos al término de ruido blanco una componente de ruido coloreado. Asi

pues el segundo modelo analitico queda expresado como

x%(t;) = ZAZ- cos(2mvjt; + ¢;) + N° + N™ (8.3)
i=1

y la componente de ruido coloreado se calcula como

NP = g1 Nmb) (8.4)

donde N™ se define en el dominio transformado como

1/2
N™b = [ ] e (8.5)

k=11+

ay
Z TN\
( bk >
siendo ay v by parametros libres que se ajustan. Los valores de ¢ =4y m = 2 se
adoptaron siguiendo a Kallinger and Matthews (2010). Este ruido se calculé haciendo
las fases 6 igual a una distribucién aleatoria uniforme en el intervalo [—m, 7]. La curva
de luz asi construida se supone originada por los modos normales de oscilaciéon de la

estrella pulsante mas el ruido de granulacién modelado como turbulencia convectiva

(Harvey, 1985).
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8.1.2 Analisis de las conectividades

Como se explico en el Cap. 7 el primer paso para el modelado ARMA consiste en la
identificacion de los 6rdenes del modelo. Tras iterar el algoritmo hasta obtener los
errores de prediccién minimos obtuvimos que p = 20 y ¢ = 1 son los 6rdenes 6ptimos
para modelar la curva de luz de HD 174936. Entonces calculamos las conectividades
mediante el modelo ARMA(20,1) y mediante polinomios splines. Los datos de CoRoT
tienen huecos causados por el paso del satélite por la Anomalia Sur Atlantica (SAA)
que ocurre 2 veces al dia (Samadi et al., 2007). Para evitar hacer correcciones se-
leccionamos un segmento de la curva de luz de 1000 puntos (0.37 dias) que carece
de huecos y outliers y lo normalizamos estadisticamente. A continuacién hallamos
las conectividades para cada punto modelando 80 datos cada vez: 40 puntos para las
extrapolaciones adelante y 40 puntos para las extrapolaciones hacia atras.

Como puede verse en las Figs. 8.2 y 8.3 las conectividades spline tienen una dis-
persiéon mucho mayor que las conectividades ARMA, con un efecto més dramético en
el caso de los datos de CoRoT. Por otro lado, a pesar de los valores grandes de las
conectividades spline para el modelo analitico, no se ha podido hallar una correlacién
con los datos originales de modo que se puede suponer que los valores encontrados
se deben al error de prediccion de la aproximacion spline en este caso, que disminuye
cuando el nimero de puntos usados durante el modelado aumenta. El aspecto mas
destacable sobre las conectividades splines resulta en el caso de los datos originales
de CoRoT. En ese caso éstas presentan una clara correlaciéon con los datos originales
(cf. Fig. 8.2). El mismo efecto puede ser observado también en las conectividades
ARMA pero la escala es 5 veces menor. Este resultado sugiere que el comportamiento

de estos datos no puede ser modelado por polinomios spline.

Los resultados del andlisis de conectividades para el segundo modelo analitico
definido en el apartado anterior se muestran en la Fig. 8.4. En este caso hemos su-
perpuesto las 3 series sobre un mismo grafico para que se puedan apreciar mejor las
diferentes escalas. De este modo es posible notar que anadiendo una componente de
ruido coloreado al modelo los resultados obtenidos para las conectividades no se ajus-
tan mejor a los que se obtienen con los datos originales. De hecho, las conectividades
se reducen respecto al primer modelo estudiado, indicando que el segundo modelo aiin
se ajusta peor al anélisis de conectividades de los datos originales. Esto es comprensi-
ble ya que, por lo general, las fluctuaciones que introduce un ruido coloreado son mas

suaves que las del ruido blanco y por tanto deben afectar menos a la diferenciabilidad.
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Figura 8.2: Conectividades de la curva de luz de la estrella HD 174936. En el panel
superior se muestran las conectividades calculadas con la aproximaciéon ARMA, en el
panel intermedio se muestran las conectividades spline, y en el panel inferior los datos
originales de CoRoT para su comparacién. Notense las diferentes escalas.
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Figura 8.3: Conectividades para el modelo analitico-1 de la curva de luz de HD 174936.
En el panel superior se muestran las conectividades calculadas con la aproximacion
ARMA, en el panel intermedio se muestran las conectividades spline, y en el panel
inferior una realizacion del modelo analitico para su comparacion. Notense las diferentes
escalas.
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Figura 8.4: Conectividades para el modelo analitico-2 de la curva de luz de HD 174936.
En rojo se muestran las conectividades calculadas con la aproximacion ARMA, en verde
se muestran las conectividades spline, y en azul los puntos correspondientes a una real-
izacién de este modelo.

8.1.3 SSE

Estudiamos ahora como varfa la suma del cuadrado de las conectividades - aqui lla-
mada SSE (del inglés “Sum of the Square Errors”) por la similitud de éstas con los
residuos - con el numero de puntos suministrados al modelo que se ajusta. Es decir,
evaluamos la tendencia asintética de la SSE con n.

La precisién de las predicciones depende del nimero de puntos usados para hallar
los modelos, de forma que para un modelo que se puede ajustar arbitrariamente bien,
como es el caso de los splines cuando se ajustan funciones analiticas (ver Cap.7.2.1),
se espera que esta suma tienda a cero o a un valor finito cercano a cero. Por tanto,
este coeficiente que llamamos SSE esté intrinsecamente relacionado con el coeficiente
de no-diferenciabilidad de una funcién descrito por Wiener (1923).

En la Fig. 8.5 estudiamos como este coeficiente cambia con el nimero de puntos
(N,) usados para el modelado en cada caso: conectividades spline o ARMA, y modelo
numérico o datos de CoRoT. La curva empieza en N,, = 30 ya que con menos datos
no es posible calcular el modelo ARMA(20,1) usado para este estudio.

Lo primero que puede notarse en el grafico correspondiente a los datos de CoRoT
(panel superior) es la tendencia asintética hacia cero del SSE calculado mediante la
aproximacion ARMA. Esto significa que suministrando suficientes datos al modelo
ARMA(20,1) este ajusta adecuadamente la serie de datos. En el caso de la aproxi-
macion splines la tendencia asintética es hacia un valor finito significativamente dis-
tinto de cero ademas de mostrar una serie de oscilaciones que parecen indicar que

no se estan ajustando todas las variaciones periddicas de la senal. Asi pues, para los
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Figura 8.5: Tendencia asintética del coeficiente SSE con el nimero de puntos N, a
partir de las conectividades ARMA (en rojo), y las conectividades spline (en azul) para
los datos de CoRoT(panel superior) y para el modelo analitico-1 (panel inferior).

datos de CoRoT la aproximacion ARMA que ajusta funciones no analiticas funciona
mucho mejor que los splines, que so6lo ajustan funciones analiticas. Esto indica que la
funcion que subyace a la serie de CoRoT no es una funcion analitica.

En el panel inferior podemos apreciar que los resultados del SSE para el modelo
analitico son muy distintos a los de la serie de CoRoT. La aproximacién de splines
tiende a un valor cercano mucho més cercano a cero para el modelo analitico porque
puede ajustar arbitrariamente bien una funcién que no tenga problemas de diferen-
ciabilidad, y este modelo se ha construido con funciones de este tipo. Por otro lado, la
SSE que el modelo ARMA(20,1) produce evoluciona de forma irregular y no tiende en
absoluto hacia cero. Esto es de esperar teniendo en cuento el contenido en frecuencias
de este modelo. En efecto, si un modelo ARMA(2,0) representa funcién armonica
sencilla como un coseno, entonces un modelo ARMA(20,1), que tiene 21 parametros
solo puede ajustar pobremente una funcién con 422 frecuencias presentes, como es el
caso de nuestro modelo analitico. En definitiva, el modelo analitico construido es una
funcién con un contenido en frecuencias que no puede ajustar el modelo ARMA que
mejor ajusta los datos originales de CoRoT y es ademés, a diferencia de la funcién
que subyace a los datos de CoRoT, una funcién analitica, prueba de ello es que la
aproximacién splines puede ajustarse arbitrariamente bien a este modelo.

Para el modelo analitico-2 con el ruido coloreado anadido a los datos sintéticos
calculamos de nuevo las conectividades y la variacion del SSE con el nimero de puntos
obteniendo resultados bastante similares a los anteriores (ver Fig. 8.6). Este resultado
es coherente ya que anadiendo més complejidad al modelo analitico s6lo se puede hacer

més dificil de ajustar los datos con la aproximacion ARMA(20,1) de modo que las
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Figura 8.6: Tendencia asintética del coeficiente SSE con el ntimero de puntos N, a
partir de las conectividades ARMA (en rojo), y las conectividades spline (en azul) para
el modelo analitico-2

conectividades y los SSE difieran mas atun de las conectividades de las observaciones.
No obstante, es interesante observar en la Fig. 8.6 que el ruido coloreado no dificulta
el ajuste mediante splines llegdndose a un valor muy cercano a cero hasta donde se
ha calculado el coeficiente SSE, es decir, N, = 130.

Los resultados obtenidos en esta secciéon muestran una diferencia significativa entre
los datos originales de CoRoTy el modelo analitico. Para profundizar més sobre el
origen de la discrepancia encontrada entre modelos y observaciones seguiremos un

tratamiento similar con las otras estrellas.

8.2 KIC 006187665

Para descartar posibles efectos instrumentales el objetivo ahora es comparar las conec-
tividades de diferentes series de datos observadas para otras estrellas y con diferentes
instrumentos. Por tanto, nos limitamos a partir de ahora al estudio de las conectivi-
dades de series de datos reales y no de modelos.

En esta seccion hacemos uso de una serie de datos con un muestreo corto (60
segundos) que fue obtenido para la estrella KIC 006187665 por el satélite Kepler
(Gilliland et al., 2010) (quarter Q2.2). Esta estrella ha sido clasificada como una
hibrida Gdor/DScut en Uytterhoeven et al. (2011), donde ademas, mediante un anéli-
sis de Fourier de la curva de luz se hallaron 659 picos significativos, con 184 de ellos
en el rango de las pulsaciones de tipo v Dor o § Sct.

Aunque la cantidad de informacién o contenido en frecuencias de los datos que
el modelo ARMA puede ajustar esté limitada por sus 6rdenes, para este caso y para

los siguientes que analizaremos aqui usamos los mismos érdenes que para el modelo
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Figura 8.7: Conectividades de la curva de luz de la estrella KIC 006187665. En el
panel superior se muestran las conectividades calculadas con la aproximacion ARMA,
en el panel intermedio se muestran las conectividades spline, y en el panel inferior los
datos originales de Kepler para su comparacion. Notense las diferentes escalas.

analitico de la estrella HD 174936, es decir, p = 20 y ¢ = 1, ya que estamos méas
interesados en las diferencias observadas usando las conectividades que en ajustar el
modelo mas preciso a los datos. Ademaés, para hacer la comparacién més consistente
normalizamos estadisticamente todas las series antes de aplicar ninguna de las técnicas
comentadas.

La situacion que aparece en la Fig. 8.7 es similar a la que encontramos para la
estrella HD 174936, donde las conectividades spline estan correladas con la senal y las
conectividades ARMA muestran una estructura aleatoria casi independiente con una

aparente no correlacion.

8.2.1 SSE

Nuevamente hemos hallado la tendencia asintotica de la SSE hallada mediante las 2
aproximaciones que utilizamos para calcular las conectividades. Puede apreciarse en
la Fig. 8.8 que la tendencia entre N, = 30 y N,, = 500 es similar a la observada en el
caso anterior salvo pequenas diferencias. En este caso y en los siguientes, completamos
el andlisis de conectividades estudiando la representacién de estas en el dominio de
frecuencias para caracterizar la correlacién que surge entre estas y la serie original.
Para ello, basandonos en la propia metodologia introducida, comprobamos que las
conectividades son susceptibles de ser analizadas en el dominio de las frecuencias
estudiando primero las conectividades de orden 2, esto es, las conectividades de las

conectividades.
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Figura 8.8: Tendencia asintética del coeficiente SSE con el nimero de puntos N, a
partir de las conectividades ARMA (en rojo), y las conectividades spline (en azul) para
los datos de la estrella KIC 006187665.

8.2.2 Conectividades de orden 2

La analiticidad, entendida como diferenciabilidad infinita, garantiza la convergencia
de la expansion en serie de Fourier de una funciéon haciendo posible de ese modo el
analisis de Fourier. La prueba de analiticidad aqui descrita indica la diferenciabilidad
de la funcion subyacente a una serie temporal dada. Considerando las conectividades
como una nueva serie temporal, la aplicacion de esta prueba a éstas nos informa
sobre su propia diferenciabilidad. Entonces, si las conectividades de segundo orden
(conectividad de la conectividad hallada mediante la aproximacion splines) son in-
dependientes y con una distribuciéon aleatoria gausiana, las conectividades de primer
orden seran diferenciables. Es legitimo, por tanto, cuando esto ocurre llevar a cabo
un analisis de Fourier de las propias conectividades.

Al contrario que las conectividades de primer orden, las de segundo orden (cf.
Fig. 8.9) muestran una distribucion aleatoria tipica de un ruido blanco con distribucion
gausiana. Asi pues las conectividades de primer orden resultan ser diferenciables y
podemos concluir aqui que las técnicas de Fourier pueden ser aplicadas para estudiar

la forma de éstas en el espacio de frecuencias.

8.2.3 Analisis espectral de las conectividades

Comparamos ahora el espectro de las conectividades con el de la serie original. Para
calcular los espectros utilizamos conjuntos de datos de un tamano mayor que para el

andlisis de conectividades para tener una mejor resolucion espectral. Asi, tomamos
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Figura 8.9: Conectividades splines de orden-2 (panel inferior) y conectividades spline
de orden-1 (panel superior) para la estrella KIC 006187665.

10000 puntos de la serie original teniendo en cuenta que estos datos no tengan prob-
lemas de saltos ni huecos. Usamos unidades arbitrarias para amplitudes y frecuencias
yva que, mas que la densidad espectral de potencias, nos interesa estudiar las correla-
ciones y para ello no es necesario usar unidades fisicas.

En el caso de las conectividades ARMA (panel superior de la Fig. 8.10), pese a
que el espectro no llega a ser completamente plano (como seria de esperar en el caso
ideal de un ruido blanco), puede verse que la magnitud de las conectividades es unas
40 veces inferior a la de las halladas con la aproximacién de splines. Consideramos
que las amplitudes de los picos que aparecen no son significativas y el espectro es
aproximadamente el de una serie no correlada.

Por otro lado, vemos que en el caso de las conectividades splines el espectro pre-
senta una estructura en el rango de bajas frecuencias muy similar a la del espectro de
la serie original. Ademaés, aparece también una estructura periédica que aumenta de
amplitud conforme crecen las frecuencias. Estas periodicidades aparecen a causa de
los 16bulos de un alias cercano a la frecuencia de Nyquist introducido por la propia
aproximacion splines. En efecto, dada la generalizaciéon que hemos hecho a la aproxi-
maciéon numérica de derivada que hemos introducido en 7.4, las conectividades pueden

expresarse como

C, = (2At).|D,, — W%Af"—l (8.6)

donde el cociente que aparece en el lado derecho de la ecuacion es la expresiéon
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Figura 8.10: Espectro de las conectividades ARMA (panel superior), conectividades
spline (panel intermedio) y de la serie original (panel inferior) de la estrella hibrida
KIC 006187665.

clasica de la derivada numérica Burden and Faires (2011) y que tiene en cuenta
los valores x,,+1 y ©n—1 pero no el valor intermedio x,. Lo mismo es aplicable al
calculo de las conectividades, que por la propia definicion tampoco tienen en cuenta
la derivada del valor intermedio. Esto, en el caso de la aproximacién splines tiene
el efecto mencionado del alias cuando las variaciones entre un punto y el siguiente
son grandes, ya que en ese caso los splines al ser funciones suaves no ajustan bien la
pendiente del punto x, a partir de los z,11 y x,—1. En el caso de la aproximaciéon
ARMA, esto no tiene repercusion sobre el espectro de las conectividades ya que no se
restrigen al ajuste de funciones suaves y pueden asumir variaciones grandes entre un
punto y el siguiente.

Este alias mencionado y sus lébulos aparecen siempre que hay variaciones sig-
nificativas entre cada muestreo de la funcién y en este caso ocurre asi pero, como
veremos, esto resulta ser el caso también para las demés estrellas estudiadas.

En resumen, las intrigantes propiedades observadas en la estrella HD 174936 apare-
cen también en esta estrella hibrida observada por Kepler, con lo cual descartamos que
haya ningtun efecto instrumental involucrado en este fen6meno. Teniendo en cuenta
que las conectividades estan relacionadas con los residuos que resultan del modelado
paramétrico, la similitud entre las componentes de bajas frecuencias del espectro de
las conectividades spline y el espectro de la serie original puede verse como un feno-
meno de autosimilariedad tipico de fractales. En este sentido, parece razonable situar
el origen de determinados fen6menos que surgen al hacer un prewhitening de un es-
pectro como el plateau hallado en HD 50844 (Poretti et al., 2009) o la emergencia de
periodos eliminados a distintas escalas en HD 49434 (Chapellier et al., 2011), en la

falta de analiticidad designada aqui como no-conectividad.
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Figura 8.11: Conectividades de la serie de observaciones del Sol. En el panel superior,
la aproximacion ARMA en negro y la aproximacion de splines en gris. En el panel
inferior, la serie de datos original de SOHO/GOLF para ser comparada.

8.3 SoHO / GOLF

Los datos usados para esta parte vienen del instrumento GOLF (Garcia et al., 2005)
a bordo de la mision SoHO. Este instrumento, GOLF, mide las variaciones de veloci-
dad radial a través del efecto Doppler. Analizar las conectividades de una serie que
proviene de otro instrumento con unas caracteristicas completamente distintas y una
fisica distinta nos permitird discernir si hay algin efecto relacionado con el tipo de
medida que influya en los resultados anteriores.

La Fig. 8.11 muestra los resultados para las conectividades en el panel superior
y las velocidades radiales en el panel inferior. Se representan solamente 800 puntos
para visualizar mejor las estructuras que aparecen en las series. En el panel superior
se muestran las conectividades spline en gris y en negro las conectividades ARMA. La
varianza de las conectividades spline es 9.35 veces la varianza de las conectividades
ARMA.

Trataremos, a continuacion, de ver si el estudio de la tendencia asintotica de la

SSE revela mas detalle sobre el ajuste.

8.3.1 SSE

En este caso tanto la aproximacion spline como la ARMA muestran una tendencia as-
intotica monétonamente decreciente hasta llegar a N, = 1000, pero la primera tiende
a un valor significativamente mayor que cero, mientras que la segunda se aproxima a

cero (cf. Fig. 8.12).
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Figura 8.12: Tendencia asintética del coeficiente SSE con el nimero de puntos N, a
partir de las conectividades ARMA (en rojo), y las conectividades spline (en azul) para
los datos de SoHO/GOLF.

Sin embargo, ain no podemos afirmar que un ajuste de tipo analitico como los
splines sea insuficiente para la funcién que subyace a los datos de SOHO/GOLF. Para
obtener una respuesta definitiva hacemos un andlisis espectral en el siguiente apartado

que nos permitird investigar las posibles correlaciones entre las series.

8.3.2 Analisis espectral de las conectividades

A pesar de la enorme dispersion hallada en las conectividades splines respecto a las
ARMA, no se puede determinar visualmente si hay una estructura residual o si hay
algin tipo de correlacion entre las conectividades y la serie original (cf. Fig. 8.11).
Para comprobar si esto es asi hacemos un anélisis de Fourier de las conectividades.
Puede observarse que el espectro de las conectividades ARMA (20,1) es bastante plano
salvo algunas frecuencias significativas que hacen que el espectro difiera del espectro
plano de un ruido blanco (Fig. 8.13, panel superior). Esto se debe al orden usado
para el modelo ARMA, que limita la precision del ajuste. El espectro solar requiere
més parametros para capturar todas las caracteristicas de la serie que en los casos
anteriores por ser més complejo, de ahi que este modelo no sea suficiente para un
buen ajuste pero si es adecaudo para el estudio comparativo que realizamos en este
€aso.

Nuevamente se aprecia la misma estructura periddica discutida en el caso de la
estrella KIC 006187665. Este es un efecto relacionado con la aproximacién utilizada
al hacer los calculos (splines) pero es también un efecto intrinsecamente relacionado

con la senal y es, por tanto, revelador sobre el fenomeno fisico subyacente. Por otra
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Figura 8.13: Espectro de Fourier de las conectividades ARMA (panel superior), splines
(panel medio), y espectro de Fourier de la serie de datos original (panel inferior) de
SoHO/GOLF.

parte, aparece también un patrén en frecuencias bajas e intermedias que coincide
aproximadamente en posicién y forma con el patréon de las oscilaciones de 5 minutos
del Sol (ver panel inferior de la Fig. 8.13).

Los resultados que hemos hallado en este y en los anteriores apartados sugieren
una estructura fina en la funcion subyacente de las series procedentes de CoRoT, Ke-
pler, y SOHO/GOLF que hace que esta sea no analitica. Hemos comprobado que se
obtienen resultados similares en 3 casos de series obtenidas por instrumentos distin-
tos, originadas por obsevaciones de objetos distintos, y con técnicas diferentes. Esta
aparente ubicuidad del fenémeno en estrellas pulsantes se contrastara en el siguiente

apartado mediante el estudio de una estrella constante.

8.4 HD 181072

Esta es una estrella de tipo espectral A2 que fue observada durante el primer Long Run
de observaciones de CoRoT y al estudiar la variabilidad fotométrica en el seismocampo
de las camaras de CoRoT se ha clasificado como constante. La curva de luz de esta
estrella presenta solamente variaciones aleatorias con una distribucién gausiana debido
al ruido fotonico. Este es un caso ideal para calibrar el método de las conectividades
va que al no haber otras variaciones en la curva de luz la funciéon subyacente debe ser
una funcién lineal con pendiente constante y las conectividades deben tener el mismo
tipo de distribucién aleatoria que la serie original.

En la Fig. 8.14 se puede apreciar que las 3 series - conectividades ARMA, conec-

tividades spline y la serie original - presentan distribuciones similares. Aunque las
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Figura 8.14: Conectividades de la serie de observaciones de la estrella HD 181072 por
el satélite CoRoT. En el panel superior se muestra la aproximacion ARMA, en el panel
medio la aproximacion de splines, y en el panel inferior, la serie de datos original para
ser comparada.

magnitudes de las conectividades son grandes esto no supone un problema siempre que
estas se puedan asimilar a unos residuos aleatorios e independientes con distribucion
gausiana como es el caso.

Evaluaremos, a continuacién, la tendencia asintotica del SSE para comprobar que
las 2 aproximaciones tienen un comportamiento coherente con lo establecido en el

anterior parrafo.

8.4.1 SSE

En la Fig. 8.15 puede apreciarse como, tanto la SSE de las conectividades ARMA
como la de las conectividades splines son funciones mon6tonamente decrecientes, lo
que corrobora las conclusiones del apartado anterior.

Las dos graficas anteriores parecen mostrar que las conectividades de la curva
de luz de la estrella HD 181072 tienen un comportamiento propio de una funcién
analitica. No obstante, el andlisis espectral de las conectividades nos dara una prueba

definitiva sobre la no-correlacién de los resultados.

8.4.2 Analisis espectral de las conectividades

Al comparar el espectro de las conectividades ARMA (Fig. 8.16, panel superior) con
el espectro de la serie original (panel inferior) se observa que ambos tienen la misma

distribucién en frecuencias, es decir, un espectro plano propio de un ruido no correlado.
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Figura 8.15: Tendencia asintética del coeficiente SSE con el nimero de puntos N, a
partir de las conectividades ARMA (en rojo), y las conectividades spline (en azul) para
los datos de la estrella HD 181072 observada por CoRoT.

En cambio, el espectro de las conectividades splines (panel medio) muestra un
patron que diferencia éste de los demés. No obstante, a frecuencias bajas el espectro
resulta ser completamente plano y el patréon que domina las altas frecuencias resulta
ser nuevamente una modulaciéon debido a la ventana espectral que introduce la aprox-
imacién splines para series con una variabilidad alta entre muestreos. Este fenémeno
tiene una explicacion clara en este caso dada la alta dispersion del ruido foténico. Sin
embargo, la ubicuidad de este fenémeno puede revelar propiedades de las curvas de
luz no estudiadas anteriormente.

Obviando este efecto que domina las altas frecuencias el espectro que resulta de
las conectividades splines es plano también y podemos concluir que la funciéon que
subyace a la curva de luz de la estrella HD 181072 observada por CoRoT es una
funcién analitica cuya derivada puede ser calculada numéricamente a través de su
definiciéon usual de acuerdo a la definicién dada en Eq. 7.4.

Los resultados mostrados en esta secciéon contrastan con los anteriores y han
servido para calibrar el método mostrando que con éste podemos averiguar si la fun-
cion que subyace a una serie temporal es analitica o no y en definitiva, con ello

determinar la validez del desarrollo en series de Fourier.

8.5 Discusion

Hemos establecido en esta parte de la memoria como criterio matemético que una serie
temporal debe satisfacer para que el andlisis de Fourier de la serie sea consistente

su analiticidad. Para ello hemos desarrollado un método basado en el estudio de
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Amplitud

Frecuencias

Figura 8.16: Espectro de Fourier de las conectividades ARMA (panel superior), splines
(panel medio), y espectro de Fourier de la serie de datos original (panel inferior) de la
estrella constante HD 181072 observada por CoRoT

la diferenciabilidad de la funcién subyacente por medio de las conectividades entre
puntos.

La definicién de las conectividades dada a través de la ecuacion 7.4 generaliza el
concepto de derivabilidad de modo que la definiciéon usual resulta, como caso partic-
ular cuando la funcién subyacente es diferenciable. En ese caso, las conectividades
se anulan por completo. Con esta definicion se puede considerar que la funciéon es
diferenciable también en el caso mas corriente en que las conectividades tengan una
distribuciéon propia de un ruido no correlado, independiente y con distribucién gau-
siana.

Tanto para la estrella HD 174936 como para KIC 006187665 y la serie de So-
HO/GOLF los resultados que muestran el estudio asintético de la SSE y el anélisis
espectral de las conectividades indican que la funcién subyacente a estas series disc-
retas no es analitica y por lo tanto, la convergencia de su expansion en series de
Fourier no estd garantizada. Las correlaciones entre las conectividades spline y las
correspondientes series originales son evidentes por las figuras, pero hemos calculado
ademds, los coeficientes de correlacion de Pearson para descartar la hipotesis nula (no
correlacion).

Hallamos también los valores de probabilidad para el test de la hipotesis nula
usando una distribucion t-Student (ver tabla 8.2). Considerando los valores despre-
ciables obtenidos para Py, la hipotesis nula debe ser descartada bajo cualquier limite
de validez computable. Por otro lado, las conectividades ARMA pasan el test con la
eleccion estandar del limite en P < 0.05 (i.e. s6lo en el 5% de los casos las conectivi-

dades ARMA estarian correladas con la serie original). Por tanto, podemos decir que
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Tabla 8.2: Coeficientes de correlacion de Pearson (p) y las probabilidades de no cor-
relacion (P) asociadas a las conectividades ARMA vy splines de las series temporales
estudiadas en este trabajo. Los subindices 'a’ y ’s’ se corresponden a las aproximaciones
ARMA y spline, respectivamente.

Serie Temporal Pa P, Ds P,
CoRoT 7613 -0.0075 | 0.8139 | 0.4243 | 5.8247e-45

Modelo analitico | 0.0072 | 0.8199 | 8.371e-4 0.9789

KIC 006187655 | -0.0257 | 0.4176 | 0.5553 | 5.8039e-82
SoHO/GOLF | -0.0692 | 0.0903 | 0.1805 | 8.6429e-6

los modelos ARMA capturan la componente no analitica de la senal.

Podemos descartar efectos instrumentales en los resultados dado que se han anal-
izado series de datos procedentes de distintos instrumentos basados en técnicas dis-
tintas (fotometria y velocidades radiales).

En conclusion, las pruebas que hemos realizado muestran que la funcién subya-
cente a las series temporales de estrellas pulsantes estudiadas no es analitica y por lo
tanto la descripcion basada en frecuencias de Fourier puede ser incorrecta.

Terminamos ahora este capitulo conectando los resultados con las cuestiones planteadas
inicialmente en el Cap. 6 en torno a la teoria de distribuciones.

En la teoria del anélisis espectral de series temporales se muestra que un proceso
gausiano de cuadrado sumable puede ser representado siempre por un modelo lineal
(Priestley, 1988). Si esta condicién se mantiene, la expansion en serie en el dominio
de las frecuencias es convergente y de este modo el periodograma es un estimador
consistente y no sesgado de la funcion densidad espectral de la senal. Cuando esto no
ocurre, como es el caso de las series temporales estudiadas en este capitulo, el perio-
dograma es un estimador inconsistente del espectro de la senal. Por otro lado, dado
que la serie no puede ser representada por un modelo lineal su distribucién no puede
ser normal, ya que por definiciéon cada combinacién lineal de una distribuciéon nor-
mal debe ser necesariamente normal también. Entonces, las curvas de luz estudiadas
tienen una distribucién no gausiana y ademdés se demuestra que sus series discretas

vienen de una funcién no analitica, y de ahi que no sean series de cuadrado sumable.
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Capitulo

Conclusiones

T\ & este capitulo resumimos las conclusiones principales de este trabajo de tesis

4

| Y las consecuencias que se derivan de ellas. Estas son:

e Se ha desarrollado una nueva técnica para el relleno de huecos basada en modelos
ARMA orientada a la sustitucion de los datos no-vélidos de las curvas de luz
de CoRoT. El método consiste en el modelado local de los segmentos de datos
validos en torno a cada hueco y una prediccion a partir de estos modelos de los
datos en el hueco. Este método supera las limitaciones intrinsecas al método
estdndar actualmente utilizado para corregir las curvas de CoRoT y que se basa
en una interpolacion lineal. El cédigo MTARMA desarrollado en este trabajo
ha sido recomendado por el Comité Cientifico de CoRoT para ser el algoritmo

que corrija los datos marcados como no validos por el satélite en el Nivel 3.

e Se ha desarrollado una rutina de deteccion de frecuencias (FRECS) para los
tests del método de interpolacién que no requiere ajustes de minimos cuadrados
ni técnicas de prewhitening, de modo que no introduce ningtin sesgo debido al

error en la estimacion de los parametros.

e Los resultados obtenidos al aplicar el método de relleno de huecos a la curva
de luz de la estrella de tipo solar HD 49933 muestran que, si bien los efectos
de la interpolacion sobre el espectro son menores en series con el contenido en
frecuencias que poseen estrellas de este tipo, no son despreciables y deben ser
tenidos en cuenta. En concreto, se muestra que la aplicacion del método reduce
los efectos causados por las interpolaciones de tipo analitico, haciendo posible

una mejor determinacién de los parametros de cada linea.

133



. CONCLUSIONES

El analisis de periodicidades de las frecuencias detectadas en la curva de luz
de HD 174966 muestra que la interpolacion ARMA permite una mejor deter-
minacion de las cuasioperiodicidades de las frecuencias detectadas en estrellas

d Sct.

El hecho de que el espectro de potencias de una estrella Be con pulsaciones de
bajas frecuencias se vea mucho mas afectado por los alias que en el test numérico
llevado a cabo en § 5.1.1.1 puede implicar que la senal contenida en su curva de

luz no provenga de una funciéon subyacente de tipo analitico.

La interpolacion ARMA en la curva de luz de la estrella tipo solar HD 49933
revela una estructura fina que no se detecta mediante anélisis de Fourier y que,
por la propia definicion matemética de los modelos ARMA, no puede identifi-
carse con ningin tipo de ruido. Esta estructura es una propiedad inédita en

cualquier tipo de series temporales de estrellas pulsantes.

Los resultados obtenidos en la parte II de esta tesis sugieren que al desajuste
entre modelos tedricos y observaciones en astrosismologia puede contribuir el
sesgo en las herramientas de anélisis que se utilizan. Para profundizar en este
aspecto hemos disenado un test de analiticidad de la funcién subyacente a una
serie temporal. El test estd basado en la definicién de un nuevo parametro que
hemos llamado conectividad, que esta estrechamente relacionado al coeficiente

de no-diferenciabilidad introducido por Wiener.

Hemos utilizado este test para caracterizar las propiedades de la funcién subya-
cente de series temporales procedentes de observaciones por satélite de estrellas
pulsantes. En concreto, hemos caracterizado las series de la § Sct HD 174936
observada por CoRoT, de la estrella KIC 006187665 observada por Kepler, de
velocidades radiales del Sol observadas por SOHO/GOLF, y de la estrella con-
stante HD 181072 observada por CoRoT. Definitivamente, los resultados mues-
tran que, excepto la estrella constante, las series temporales de las demas estre-

llas provienen de una funciéon no analitica.

La no analiticidad hallada en las series temporales estudiadas en la Parte III
implica que la funcion subyacente cuyo muestreo da lugar a las series observadas

puede no ser desarrollable en una serie de Fourier.

El efecto puesto en evidencia en la Parte III del trabajo de tesis es independiente
de la técnica, instrumento, y objeto observado. Se ha demostrado que la no

analiticidad es una propiedad intrinseca de las series temporales analizadas.
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e El periodograma de las series temporales, obtenido a través de transformadas
discretas de Fourier, que debe converger a un valor real, sin embargo, no esté
garantizado que sea una estimacion no sesgada de la densidad espectral de la

funcién subyacente.

e En consecuencia, los resultados apuntan a que el concepto de detecciéon no
ambigua de una frecuencia, identificada en astrosismologia como un méximo

estadisticamente significativo en el periodograma, deberia ser reconsiderado.
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Trabajo futuro

os resultados obtenidos muestran que el uso de herramientas tradicionales para
L la determinacion de frecuencias en series temporales de estrellas pulsantes con-
lleva sesgos de interpretacion cuando se comprueba que no se verifican las hipotesis
en las que estan basadas los teoremas de base de dichas herramientas. Consecuente-
mente, se han desarrollado algoritmos para comprobar estas hipoétesis y llevar a cabo
un andlisis de frecuencias no sesgado. Las lineas de trabajo futuro pasan por el
aprovechamiento de dichas herramientas y la exploraciéon de las nuevas perspectivas
que se abren por su aplicaciéon masiva a las bases de datos ya existentes. Concreta-
mente, el test de analiticidad que comprueba la consistencia del anélisis armoénico de

las series temporales de estrellas pulsantes haria imperativo buscar una descripcién

alternativa de sus curvas de luz. En este sentido, las lineas de trabajo futuras son:

e Utilizar las conectividades para corregir las series temporales de la no analiti-
cidad generando asi nuevas series que puedan ser descritas en términos de fre-

cuencias de Fourier.

e Aplicacién del método de las conectividades a otras estrellas distintas a la

HD 174936, que no tengan envoltura convectiva.

e Profundizar en el estudio de la escala de la no analiticidad descubierta en las

funciones subyacentes a las series temporales de estrellas pulsantes.

e Buscar una interpretacion fisica a las frecuencias detectadas, lo que nos llevaria
a estudiar la relaciéon de la no analiticidad con las observaciones y su posible

origen en el concepto de teoria de la medida.

e Estudiar la relacion de la no analiticidad con los distintos problemas que surgen
al ajustar modelos y observaciones como, por ejemplo, el enorme nimero de

frecuencias detectadas y su rango entre las estrellas de tipo d Sct, asi como las
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diferencias conocidas como efectos de superficie entre frecuencias observadas y

predichas en estrellas de tipo solar.
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El programa de analisis de frecuencias

FRECS

Para la deteccion de frecuencias se ha desarrollado un algoritmo de deteccion de picos
basado en el periodograma Lomb-Scargle y asumiendo ruido blanco, es decir, toda
componente sea estocéstica o no, cuyos valores no son estadisticamente independientes
y con distribuciéon gausiana se toma como parte de la senal cuyas frecuencias son
analizadas.

Una vez reconstruida la senal en los huecos, la serie que recibe el programa FRECS
como input estd muestreada uniformemente y por tanto, puede ser estudiada medi-
ante una FFT (Fast Fourier Transform). Esto hace el algoritmo computacionalmente
mucho mas eficiente que aquellos que requieren un nuevo ajuste cada vez que se de-
tecta una frecuencia. En lugar de realizar un prewhitening para eliminar los efectos
del leakage, el programa FRECS hace uso de una funcién ventana de tipo Taylor cuya
respuesta en frecuencias puede verse en la Fig. A.1 en azul. Teniendo en cuenta la
respuesta en frecuencias de la ventana Taylor, los 16bulos que aparecen en torno a
cada pico en el espectro de frecuencias de la serie temporal debido a la convolucién
de la funcion sinc (transformada de la funcion caja que representa el intervalo de
observacion en el dominio del tiempo) se ven atenuados por completo y puede llevarse
a cabo una deteccién de frecuencias pico a pico en base a criterios de significancia
simplemente sin tener que hacer uso de ningin método adicional para eliminar con-
tribuciones espureas. En la literatura existen numerosas definiciones de funciones
ventana, especialmente en la literatura de ingenieria y andlisis de sefial. La respuesta
en frecuencias que da cada ventana varia mucho segin la forma de la funcién en el
dominio del tiempo. Asi, una ventana de tipo Hamming tiende a concentrar la po-
tencia en el pico principal con lo que éste tiene una anchura muy estrecha a costa de
que los 16bulos en torno al pico se reduzcan poco. Por contra, una ventana como la

Flat Top reduce considerablemente los 16bulos pero se pierde resoluciéon ya que el pico
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Figura A.1: La ventana Taylor en el dominio del tiempo y su respuesta en frecuencias
(azul) comparada con una ventana Hamming (verde) y una Flattop (rojo). Factor de
leakage de 0%, atenuacién relativa de los l6bulos de -74.8 dB, anchura del pico a -3 dB
igual a 0.050781.

principal aumenta en anchura. La eleccion correcta de la funciéon ventana depende de
las caracteristicas de la serie a analizar. Asi, si la observacion es corta y la resolucion
espectral, que es inversamente proporcional, no es menor que la separacién entre las
frecuencias de las componentes de la senal, entonces es mejor una ventana que tenga
una anchura del pico central reducida como la Hamming. Sin embargo, para el caso
de los datos de CoRoT en que la resoluciéon espectral puede ser del orden de 0.1 uHz,
es mejor eleccion una ventana en la que los lI6bulos se reduzcan mas para no introducir
frecuencies espureas en la deteccion.

La ventana Taylor es una funcién paramétrica que se puede elegir de forma que
se obtenga una reducciéon de los l6bulos sin una considerable pérdida de resolucién.
Concretamente, en este caso se han fijado los parametros de la ventana de forma que
se obtenga un decaimiento relativo entre el pico principal y los 4 primeros 16bulos de
-100 dB. Esto garantiza que los principales alias de cada frecuencia, que son los de
mayor amplitud, queden atenuados por completo.

El limite de detecciéon que usa FRECS para decidir si una frecuencia es significativa
o no esta basado en el cociente senal-ruido SNR>4 sugerido en Breger et al. (1993).
Este es un criterio empirico que ha sido ampliamente utilizado en la literatura. La
estimacion del error de deteccién se realiza mediante la aproximacién de Montgomery
y O’Donoghue (1999).

El rango explorado por defecto es de 0 a 1000 pHz pero el programa admite un
modo manual que permite explorar un rango distinto.

Para obtener las frecuencias de pulsacién es importante que en la serie temporal de

142



entrada del programa FRECS se eliminen posibles trends para quitar la contribucion
de las frecuencias muy bajas que puede distorsionar el espectro obtenido a partir del

cual se realiza la deteccion.

function [F,pfftSmil f] = frecs(S,dt,varargin)
Function [F,pfftSmil,f] = frecs(S,dt,varargin) detect significant
frequencies in a time series by identifying local mazima in the

periodogram .

Input: S = time series in magnitudes
dt = time sampling
[F, pfftSmil ,f] = frecs(S,dt, 'manual’) — input parameters
manually

Output: F — a matriz of frequencies sorted by amplitude with the
following columns :
1) Number
2) Frequency
3) Frequency Error
4) Amplitude in mmag
5) Amplitude Error
6) Phase angle
7) Phase Error
8) Signal—to—Noise Ratio (SNR)
pfftSmil — periodogram in the range selected

NNXNXNXNNNXNNNN NN NN NN XN

f — frequencies for the periodogram

% Notes: It works only for band—limited signals and a time sampling
such

% that Nyquist is much higher than the highest signal frequency.

%

% Description : The program performs the FFT of the time series
windowed

% with a specified window function. The FFT is padded with a factor rz

% and the resulting transform is used to calculate the periodogram .
The

% noise level is obtained averaging the bins on a predefined range of

%  frequencies. Then, significant frequencies are obtained by peak

% detection above a signal—to—mnoise ratio limit. The output of the

%  program contains frequencies , amplitudes, phases, and their

% corresponding errors calculated using Montgomery and O’Donoghue

% approzimation . Additionally , the SNR of each peak is given.

%

%  Author(s): Javier Pascual—Granado

%  $Date: 19/02/2014 19:558

disp ( 'FREQUENCY_DETECTION_ALGORITHM’ ) ;
fprintf(’_by_Pascual—Granado,_J.\n\n’);

L = length(S);

S = reshape(S,L,1); % convierte en columna
fprintf(’Data_must_be_in_magnitudes\n’);
fprintf(’The_sampling_must_be_in_seconds\n\n’);

% NaN and Inf data is fized

if (isempty (isnan(S))==0),
S(isnan(S))—mean(S(isnan(S)==0)); % sustituimos los NaN

end
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if (isempty(isinf(S))==0),
S(isinf(S))=mean(S(isinf(S)==0)); % sustituimos los Inf

end

%% Parameters

i = find (strecmp(varargin , 'manual’), 1);

if isempty (i)==0,
q — input(’Detection_limit_(SNR):_’);
rx — input(’Oversampling:_");
Nini = input(’Noise_range_(initial):_");
Nend = input(’Noise_range_(end):_");
u — input(’Freqs._in_—_1)_c/d_—_2)_microhz_—_3)_no_units:_");
freqm = input(’Max._frequency_to_explore:_");

else
fprintf(’<<Default_values>>\n’);
q=4; % | mite de detecci n (default)
fprintf(’_Detection_limit_(SNR):_%d\n’',q);
rx = 20; % Oversampling (default)
fprintf(’_Oversampling: _%d\n’ ,rx);
freqm = 1000.0;
fprintf(’_Max._frequency_to_explore: _%8.3f\n’ freqm);
Nini = 0;
Nend = 2000; % rango para hallar el ruido
fprintf(’_Noise_range:_%8.3f_to_%8.3f\n’ ,Nini,Nend) ;
fprintf(’Frequencies_are_in_microhertz\n’);
u= 2; % unidades

end

if uw—1,
dt = dt/86400; % sampling in days
fnyq = 1/dt/2;
fprintf(’_Nyquist_frequency:_%8.4f_d~—1\n’ ,fnyq);
disp ('Frequencies_in_c/d”)
fprintf(’_Oversampling: _%d\n’,rx);
T = Lxdt; % tiempo de observacion
fR = 1/T; % Rayleigh resolution
df = fR/rx; % paso en frecuencias
f = (0:df:freqm); % vector de frecuencias en d"—1
fprintf(’_Rayleigh_frequency:_%8.4f_d~—1\n’ ,fR);
fprintf(’_Frequency_step:_%8.4f_d~—1\n’, df);
disp (’Amplitudes_in _mmag’)
cstf = sqrt(3)/pi/T;

elseif u — 2,
fnyq — le6/dt/2;
fprintf(’_Nyquist_frequency:_%8.3f_muHz\n’ ,fnyq);
T = Lxdt; % tiempo de observacion
fR = 1e6/T; % Rayleigh resolution
df = fR/rx; % paso en frecuencias
f = (0:df:freqm); % vector de frecuencias en muHz
fprintf(’_Rayleigh_frequency:_%8.3f_muHz\n’ ,fR);
fprintf(’_Frequency_step:_%8.3f_muHz\n’,6df);
disp (’Amplitudes_in _mmag’)
cstf — le6xsqrt(3)/pi/T;

else
fnyq = 1/dt/2;
fprintf(’_Nyquist_frequency:_%8.3f\n’ , fnyq);
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T = Lxdt; % tiempo de observacion
fR = 1/T; % Rayleigh resolution
df = fR/rx; % paso en frecuencias
f = (0:df:freqm); % vector de frecuencias en uds inversas
fprintf(’_Rayleigh_frequency:_%8.3f\n’ ,fR);
fprintf(’_Frequency_step:_%8.3\n’,df);
disp (’Amplitudes_in _mmag’)
cstf = sqrt(3)/pi/T;
end

%% Main code

N = rxxL;

% Noise range indezes
Nini = l14round(Nini/df);

Nend = round (Nend/df);

% Windowing with Taylor function. Final amplitudes are calculated from

S1
% (unwindowed time series)
S1 = S;
w = taylorwin(L,6,—100);
S = w.xS;

% FFT with rz padding
if rx——1,
fftS1 = fft (S1);
fftS = fft (S);
else
fftS1 = fft (S1,N);
fftS = fft (S,N);
end

% Periodogram
pfftS1 = 2xabs({ftS1)/L;
pfftS = 2xabs(fftS)/L;

% Frequency range explored
pfftSmill = pfftS1 (1:length(f));
pfftSmil = pfftS(1l:length(f));

% Minimum peak separation

if rx>2,

sep = rx—1;
else sep = 2;
end

% To avoid problems with power close to zero frequency we do not count

the
% first 40 bins
0 — 2;

pfftSmill (1:10)=0;
pfftSmil (1:10)=0;

% Noise level estimation
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noise = mean(pfftS (Nini:Nend)); % noise level

% Finding local mazima

[pks,locs] = findpeaks(pfftSmil , minpeakdistance’ sep);
% Original amplitudes are recovered

pksl = pfftSmill (locs);

% Significant frequencies are determined using factor q as limit for SNR
ind = find (pks > qg#noise);
pksl = pksl(ind) ’;

if isempty (ind)==1,
fprintf(’<<No_significant_frequencies_detected>>\n");

return ;

else
locs1 = locs (ind);
if u==1 || u==2,

% amplitudes and noise changed into mmag
pksl = le3s*pksl;
noise = led*noise;
% significant frequencies
freq = f(locsl);
% initial phase of the significant frequencies
fase — angle(fftS(locsl));
else
freq = f(locsl);
pksl = pks(ind) ’;
fase — angle(fftS(locsl));

end
const = sqrt(2/pi);

% amplitud errors in mmag

errA (1:length(pksl)) = constxnoise;
% phase errors

errfi — const=*(noise./pksl);

% frequency errors

errfreq = errfixcstf;

% Signal—to—Noise Ratio

snr — pksl/noise;
If = length(freq);
nnn = 1:1f;

freq = reshape(freq,If 1);
errfreq = reshape(errfreq ,1f ,1);
pksl = reshape(pksl, 6 I1f |1);

errA = reshape(errA  1f |1);

fase = reshape(fase  If |1);

errfi = reshape(errfi  1f 1);

snr = reshape(snr,If ,1);

FO = [freq errfreq pksl errA fase errfi snr];
% sort by amplitude
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F0 = sortrows(F0,3);
% Matriz containing the output of the program
F = [nnn’ flipud (F0) |;

end
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