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Resumen

Desde el des
ubrimiento en los años 60 de que la gran mayoría de las estrellas se

hallan en un estado de inestabilidad pulsante, se vienen estudiando las pulsa
iones


omo me
anismo para obtener informa
ión sobre la físi
a y estru
tura de interiores

estelares. El avan
e observa
ional logrado durante la última dé
ada gra
ias a misiones

espa
iales 
omo CoRoT, MOST y Kepler nos ha propor
ionado una ingente 
antidad

de datos sobre las estrellas observadas que ha permitido mejorar los modelos teóri
os

de estas. Al mismo tiempo, esos datos, analizados bajo las herramientas matemáti
as


lási
as y habitualmente utilizadas en el estudio de os
ila
iones en todas las 
ien
ias,

están dando resultados que en un buen número de 
asos se hallan en dis
onformidad


on las expe
tativas teóri
as según el nivel de pre
isión al
anzado en las observa
iones.

El pro
edimiento habitual en el análisis de las 
urvas de luz estelares se basa en una

manipula
ión de los datos que introdu
e hipótesis de base 
omo la des
rip
ión de series

temporales en una base de fun
iones ortogonales, 
on
retamente la des
omposi
ión

en una base de Fourier.

Asimismo, para el tratamiento de datos pro
edentes de observa
iones interrump-

idas, se 
onsidera su�
iente el uso de una interpola
ión lineal en los hue
os 
uando

estos son de 
orta dura
ión, o el uso de herramientas de análisis que asuman la no

uniformidad del muestreo 
uando los hue
os son de mayor dura
ión.

En 
ualquier 
aso, toda la interpreta
ión físi
a posterior depende de la 
oheren
ia

interna del 
onjunto de hipótesis ne
esarias para su interpreta
ión.

En este trabajo hemos abordado el análisis de los datos de la misión CoRoT

desde un punto de vista no estándar. Para ello hemos desarrollado herramientas y

té
ni
as de análisis que permitan llevar a 
abo un estudio 
ompletamente neutral, en

el sentido de que para poder validar hipótesis basadas en las observa
iones, los datos

deben estudiarse sin introdu
ir sesgos.

Así pues, 
on la premisa de que el tratamiento de los datos es 
orre
to siempre

que no se altere la señal, se ha planteado una alternativa al uso de fun
iones analíti
as


omo kernel para las re
onstru

ión de la señal en hue
os, ya que esta té
ni
a, usada

1
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habitualmente, se basa en hipótesis ad ho
. En su lugar, se propone una té
ni
a


uya predi

ión de valores futuros de la serie depende úni
amente de la informa
ión


ontenida en la serie. Esta té
ni
a basada en modelos ARMA se prueba en series

sintéti
as y sobre las 
urvas de luz de las estrellas observadas por el satélite CoRoT.

Una vez las 
urvas de luz han sido prepro
esadas y se han 
orregido efe
tos sis-

temáti
os y hue
os, el paso habitual en el análisis es pasar la serie temporal al espa
io

de fre
uen
ias mediante té
ni
as basadas en la transformada de Fourier para lograr la

identi�
a
ión de los modos de pulsa
ión. La interpreta
ión de los resultados, ya sea


omo fre
uen
ias de pulsa
ión, ruido u otro tipo de señal, varía según el 
aso y las

hipótesis de base de las herramientas de análisis utilizadas. Dependiendo de 
uáles

sean estas se obtendrán distintas fre
uen
ias signi�
ativas. Por tanto, asumiendo que

los resultados de 
ualquier análisis 
ientí�
o han de ser objetivos y reprodu
ibles, se

ha desarrollado aquí una herramienta para la dete

ión de fre
uen
ias que se basa

en el prin
ipio natural de que todo aquello distinguible de un pro
eso esto
ásti
o no


orrelado e independiente puede 
onsiderarse signi�
ativo. La e�
ien
ia 
omputa-


ional de esta herramienta permite su uso masivo para analizar la 
antidad de datos

observa
ionales que se obtienen tanto de CoRoT 
omo de Kepler.

El resultado prin
ipal de esta tesis es la demostra
ión de que las fun
iones sub-

ya
entes a las series temporales de estrellas pulsantes observadas no son analíti
as.

La no analiti
idad impli
a que las 
ondi
iones para que estas fun
iones sean desar-

rollables en series de Fourier no están garantizadas. En 
onse
uen
ia, la ne
esaria


oheren
ia interna del 
onjunto de hipótesis habitualmente admitidas 
omo 
iertas

en el análisis de series temporales, no se 
umple para el 
aso de las observa
iones

aquí analizadas. En 
on
lusión, se demuestra que el análisis de Fourier de las series

temporales de estrellas pulsantes observadas desde satélites presenta in
onsisten
ias

internas.
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Capı́tulo 1

Plan de Tesis

�Omnia prae
lara rara�. . .

Ci
erón

L
a realiza
ión de esta tesis do
toral tuvo su 
omienzo ha
ia o
tubre de 2009 tras

la �naliza
ión del Trabajo de Investiga
ión Tutelada (TIT) del Máster de Méto-

dos y Té
ni
as Avanzadas en Físi
a (MTAF) de la Universidad de Granada (UGR).

El satélite CoRoT, que en ese momento se dirigía ha
ia el �nal de su ter
er año de

vida 
on una 
uota importante de hallazgos 
ientí�
os en el 
ampo de la astrosis-

mología y los exoplanetas, abría asimismo la puerta a nuevas preguntas originadas en

la interpreta
ión de las observa
iones y su 
ontrasta
ión 
on modelos teóri
os sobre

la estru
tura y evolu
ión de las estrellas, 
omo es un ejemplo el origen del abundante

espe
tro de fre
uen
ias en
ontrado en algunas estrellas pulsantes de masa intermedia

que no se puede ajustar 
on los modelos teóri
os 
ono
idos de estas estrellas. Frente a

la nueva problemáti
a surgida se ha
e imperante la ne
esidad de reevaluar los métodos

y la prá
ti
a del análisis de datos observa
ionales y de hallar una manera más rigurosa

de 
omprobar las hipótesis apli
adas a las estrellas pulsantes. La labor realizada en la

presente tesis bus
a la 
omprensión de la problemáti
a surgida dentro del paradigma

de la astrosismología a partir del desarrollo de nuevas té
ni
as y el análisis 
ríti
o de

las té
ni
as habituales.

El problema fundamental de la astrosismología, que es la identi�
a
ión de los

modos de pulsa
ión de las estrellas, 
uya solu
ión es ne
esaria para la inversión de

los datos de la estru
tura estelar interna, requiere 
omo paso ini
ial la dete

ión de

las fre
uen
ias de pulsa
ión. La dete

ión lleva implí
ita la dis
rimina
ión entre las

fre
uen
ias que provienen de pulsa
ión estelar y las que no. Este es un problema

en absoluto trivial que requiere una 
omprensión de los fenómenos impli
ados, un

tratamiento 
orre
to de los datos, y un examen profundo para veri�
ar que se 
umplen

7



1. PLAN DE TESIS

las 
ondi
iones tanto matemáti
as 
omo experimentales, requeridas para poder lle-

varlo a 
abo. El objetivo prin
ipal de esta tesis 
onsiste en estudiar de forma 
ríti
a

las té
ni
as habitualmente utilizadas para el análisis de datos en astrosismología, y

en parti
ular para el satélite CoRoT, 
omo la transformada de Fourier dis
reta, y

desarrollar té
ni
as que propor
ionen informa
ión nueva sobre los datos 
on el objeto

de identi�
ar la naturaleza de las fre
uen
ias presentes en las 
urvas de

luz observadas por el satélite CoRoT.

A 
ontinua
ión presentamos el 
ontenido de los distintos 
apítulos que estru
turan

el plan de esta tesis:

Parte I: Introdu

ión

� Capítulo I: Plan de tesis.

Esquema general del trabajo de tesis des
ribiendo la temáti
a de 
ada 
apítulo.

� Capítulo II: Mar
o General

En este 
apítulo se realiza una des
rip
ión breve del fenómeno de las pulsa
iones

estelares y la 
lasi�
a
ión de estas, una revisión de las té
ni
as de análisis de

datos en astrosismología y se presenta la problemáti
a que ha motivado la real-

iza
ión del trabajo de tesis.

Parte II: Elimina
ión de fre
uen
ias espurias mediante re
onstru

ión de

la señal

� Capítulo III: Efe
tos de la ventana espe
tral

Consideramos los efe
tos que tiene el muestreo sobre el espe
tro de fre
uen
ias de

una estrella pulsante al introdu
ir una ventana espe
tral, también presentamos

las té
ni
as 
omúnmente utilizadas para evitar esos efe
tos mediante el relleno de

hue
os, y propor
ionamos eviden
ias sobre la ne
esidad de usar nuevas té
ni
as

que no estén limitadas a una base de expresión analíti
a.

� Capítulo IV: Té
ni
as de relleno de hue
os

Presentamos los modelos autoregresivos 
omo té
ni
a para el análisis de series

temporales. Desarrollamos una té
ni
a para el relleno de hue
os basada en una

interpola
ión mediante pro
esos autoregresivos de media móvil (ARMA).

� Capítulo V: Resultados: series sintéti
as y 
urvas de luz de CoRoT

Mostramos primero la e�
ien
ia del método de interpola
ión ARMA al ser uti-

lizado sobre simula
iones numéri
as de 
urvas de luz. Posteriormente, se utiliza

para re
onstruir las 
urvas de luz de estrellas A-F obtenidas por el satélite

8



CoRoT. Se 
ontrastan los resultados 
on los obtenidos mediante otras té
ni
as

y se muestra la rigurosidad de los distintos resultados y la ne
esidad de ha
er

uso del método ARMA para eliminar las fre
uen
ias espurias que apare
en en

el espe
tro a 
ausa de la ventana espe
tral.

Parte III: Estudio de la validez del desarrollo en serie de Fourier de una

serie temporal.

� Capítulo VI: Considera
iones sobre la 
onsisten
ia del análisis de fre
uen
ias

Se presenta la 
ondi
ión esen
ial para el análisis armóni
o: la analiti
idad de la

fun
ión que representa el observable.

� Capítulo VII: El método de las 
one
tividades

Desarrollamos un test para evaluar la validez del desarrollo en series de Fourier

de una 
urva de luz. Este método, basado en los 
on
eptos de 
ontinuidad de

las derivadas, se prueba 
on simula
iones de series temporales basadas en el


ontenido espe
tral de 
urvas de luz observadas por CoRoT.

� Capítulo VIII: Analiti
idad de las series observadas

El método de las 
one
tividades se utiliza para evaluar distintas 
urvas de luz

pro
edentes de CoRoT, así 
omo de otras misiones espa
iales 
omo Kepler y

SOHO. Se 
on
luye que la 
one
tividad de�nida de manera pre
isa en este

trabajo no es una propiedad de los datos suministrados por estos satélites fo-

tométri
os ultrapre
isos.

� Con
lusiones y Trabajo Futuro

De la dis
usión de los resultados obtenidos se al
anzan una serie de hallazgos

que 
on�guran las 
on
lusiones más relevantes. A partir de éstas se estable
en

futuras líneas de trabajo de 
on
re
ión y explota
ión de resultados.

Paralelamente, tratamos de exponer un 
riterio para un análisis de datos riguroso

evitando los problemas derivados de la apli
a
ión de los tratamientos que parten de

hipótesis ad ho
 no veri�
adas. En de�nitiva, éste es el error más fre
uente en el

análisis de datos y puede llevar a una interpreta
ión in
orre
ta de los fenómenos

físi
os.

Finalmente, 
omo legado té
ni
o hemos desarrollado una serie de herramientas

que serán liberadas a la 
omunidad astrofísi
a tras la �naliza
ión de esta tesis. Poste-

riormente, este legado té
ni
o podrá ser in
orporado al Observatorio Virtual Español

(SVO).
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1. PLAN DE TESIS
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Capı́tulo 2

Mar
o general

At �rst sight it would seem that the deep interior of the Sun and stars

is less a

esible to s
ienti�
 investigation than any other region in the

universe. Our teles
opes may probe farther and farther into the depths of

spa
e; but how 
an we ever obtain 
ertain knowledge of that whi
h is hidden

behind substantial barriers? What applian
e 
an pier
e through the outer

layers of a star a test the 
ondition within?�

Sir Arthur Eddington

2.1 Pulsa
ión Estelar

2.1.1 Introdu

ión a la astrosismología

Pese a que la teoría de la pulsa
ion estelar 
omo tal se ha desarrollado durante el siglo

XX las primeras estrellas pulsantes 
ono
idas, las Cefeidas, fueron des
ubiertas mu
ho

tiempo atrás. John Goodri
ke des
ubrió en el invierno de 1784 la variabilidad de δ

Cephei pero, de he
ho, las primeras estrellas variables 
ono
idas datan del siglo XVI


uando David Fabri
ius des
ubrió la estrella Mira (Christensen-Dalsgaard, 2004). No

obstante, pese a la a
umula
ión de he
hos observa
ionales, no fue hasta el trabajo de

Eddington (1918) sobre las Cefeidas, que se sentaron las bases teóri
as de la pulsa
ión

estelar partiendo de una aproxima
ión adiabáti
a y 
onsiderando las estrellas 
omo

esferas politrópi
as de gas.

Los primeros estudios sobre pulsa
ión estelar se 
entraron en la 
omprensión de

este fenómeno más que en su utiliza
ión para 
ono
er la evolu
ión y estru
tura este-

lares. Así, la primera expli
a
ión del me
anismo de pulsa
ión estelar se la debemos

a Zhevakin (1953), por identi�
ar el helio ionizado 
omo válvula para generar las

pulsa
iones en las Cefeidas.

El estudio de las pulsa
iones radiales ganó interés por las Cefeidas, pero el estudio

de las pulsa
iones no radiales, que se 
ono
ían por los sistemas estelares binarios desde

11



2. MARCO GENERAL

ha
ía mu
ho tiempo, no experimentó un salto hasta el artí
ulo de Cowling (1941) y

no se desarrolló hasta el trabajo de Ledoux (1951), en que se sugirieron éstas 
omo

expli
a
ión de las varia
iones en la an
hura de las líneas espe
trales de la estrella β

Canis Majoris.

A partir de los años 70 se obtuvieron las e
ua
iones 
ompletas de los interiores

estelares y se 
omenzó a desarrollar el estudio de las os
ila
iones no radiales intrínse-


as, es de
ir, no ex
itadas por binarias sino por me
anismos rela
ionados 
on las

propiedades internas de las estrellas. De este modo, se estable
ió una 
onexión entre

pulsa
iones y estru
tura interna de las estrellas que sería el germen de lo que hoy en

día se 
ono
e 
omo astrosismología.

La teoría de las pulsa
iones no radiales es más 
ompleja que la de las radiales

porque, a diferen
ia de éstas, se deben utilizar tres dimensiones para des
ribir los

desplazamientos de la super�
ie, pero se utilizan una serie de aproxima
iones que

simpli�
an el problema. La primera de ellas es 
onsiderar la estrella una esfera per-

fe
ta de �uido en equilibrio que al ser perturbada experimenta os
ila
iones. Éstas

pueden ser des
ritas mediante fun
iones de 
oordenadas esféri
as (r, θ, φ) separables

δξ(r, θ, φ, t) = δξ(r)Y m
ℓ (θ, φ)eiσt (2.1)

donde el fa
tor exponen
ial 
omplejo es la 
omponente armóni
a en el tiempo y la


omponente angular Y m
ℓ (θ, φ) es a su vez separable en otras dos 
omponentes y viene

dada por los armóni
os esféri
os:

Y m
ℓ (θ, φ) = Pℓ(cos θ)e

imφ
(2.2)

siendo la parte 
orrespondiente a la 
oordenada θ el polinomio aso
iado de Legendre

de grado ℓ, el 
ual representa el número de líneas nodales en la super�
ie (ver Fig. 2.1).

En las e
ua
iones anteriores ξ representa la magnitud perturbada, que puede ser la

presión o la densidad.

La solu
ión anterior es posible sólo 
uando se admite simetría esféri
a perfe
ta y


uando además se tiene en 
uenta una segunda aproxima
ión importante, que es que

las magnitudes perturbadas varíen muy po
o en rela
ión a sus valores en equilibrio,

de modo que el tratamiento matemáti
o pueda linearizarse. Cuando se usan estas dos

aproxima
iones junto a la de adiabati
idad en la e
ua
ión de la energía, se obtienen

unas e
ua
iones de equilibrio estelar (E
s. de 
ontinuidad, movimiento, Poisson y


onserva
ión de la energía) que al ser perturbadas dan lugar a la e
ua
ión de pulsa
ión


uyas autofun
iones son los armóni
os esféri
os.

Las observa
ión de las pulsa
iones se realiza a través de la medi
ión de las velo
i-

dades radiales o a través de la medi
ión de la intensidad luminosa de la estrella. La

varia
ión de la intensidad es lo que se 
ono
e 
omo 
urva de luz estelar y, ex
epto para

12



2.1 Pulsa
ión Estelar

Figura 2.1: Diagrama de 
ontornos de la parte real de los armóni
os esféri
os. Los


ontornos positivos se indi
an por líneas 
ontinuas y los 
ontornos negativos por líneas

punteadas. El eje de θ = 0 se ha in
linado 45º ha
ia el observador y viene indi
ado por un

punto. El e
uador se muestra mediante �++++�. Los 
asos ilustrados se 
orresponden

a: a) ℓ = 1, m = 0; b) ℓ = 1, m = 1; 
) ℓ = 2, m = 0; d) ℓ = 2, m = 1; e) ℓ = 2, m = 2;

f) ℓ = 3, m = 0; g) ℓ = 3, m = 1; h) ℓ = 3, m = 2; i) ℓ = 3, m = 3; j) ℓ = 5, m = 5; k)

ℓ = 10, m = 5; l) ℓ = 10, m = 10. (�gura obtenida de Christensen-Dalsgaard 2003)
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2. MARCO GENERAL

el 
aso del Sol en que existe resolu
ión angular su�
iente 
omo para obtener medidas

sobre el dis
o, para el resto de las estrellas se mide 
omo luz integrada sobre todo el

dis
o estelar. Así pues, los modelos predi
en varia
iones en la intensidad luminosa de

la estrella que siguen la expresión de una integral sobre todo el área del dis
o estelar

de la fun
ión que hemos des
rito en la eq. 2.1. No obstante, al observar una 
urva

de luz 
ualquiera (e.g. Fig.2.2) vemos que la aproxima
ión lineal sólo puede dar una

expli
a
ión par
ial. En el primer panel de la Fig.2.2 puede observarse 
omo la 
urva

de luz está lejos de ser una fun
ión armóni
a. Esto puede atestiguarse también por el

pro
eso de prewhitening ilustrado en los demás paneles de la �gura. Este pro
eso 
on-

siste en un ajuste iterativo de mínimos 
uadrados de fun
iones sinusoidales. En 
ada

itera
ión se elimina de la serie la fun
ión ajustada de modo que, la serie resultante,

que se 
ono
e 
omo �residuos�, se utiliza 
omo entrada para la siguiente itera
ión.

Así pues, si la señal es una fun
ión armóni
a pura, tras un número de itera
iones el

algoritmo 
onverge a una serie 
ompuesta úni
amente por ruido blan
o gausiano. En


ambio, en la �gura se observa 
omo, pese a que la amplitud se va redu
iendo en

los distintos pasos del prewhitening, los residuos �nales tras eliminar 1686 fre
uen-


ias siguen mostrando varia
iones no aleatorias. Este es un fenómeno que no está

expli
ado a día de hoy.

Pese a la di�
ultad de interpreta
ión de los espe
tros de fre
uen
ias de las es-

trellas pulsantes, la astrosismología ha sido muy fru
tífera 
omo herramienta para el


ono
imiento de los interiores estelares y propiedades de las estrellas 
omo su edad o

su radio. Una importante apli
a
ión en la que ha demostrado su poten
ia ha sido en

el 
aso de las estrellas enanas blan
as pulsantes. Hasta mediados de los años 70 se

des
ono
ía la existen
ia de estas estrellas. Los primeros resultados se obtuvieron para

las enanas blan
as DA, 
ara
terizadas por la presen
ia de hidrógeno en sus espe
tros,

y 
on temperaturas e�e
tivas en torno a 10000 K. Desde enton
es se han hallado

otros grupos de enanas blan
as pulsantes, 
omo las variables DB o las de nebulosas

planetarias (PNNV), que se hallan en un estado de evolu
ión rápida. Éstas estre-

llas, en espe
ial las variables DA, experimentan 
ambios en el periodo de pulsa
ión

debido a su evolu
ión a lo largo de la se
uen
ia de las enanas blan
as. Así pues, las

medi
iones de distribu
ión en luminosidad de estas estrellas propor
ionan una de las

mejores estima
iones que existen sobre la edad de la Galaxia.

Otro logro importante de la astrosismología ha sido la apli
a
ión 
on éxito de

la aproxima
ión WKBJ, muy utilizada en Me
áni
a Cuánti
a (Shibahashi, 1979) lo-

grando obtener una expresión analíti
a de las autofre
uen
ias de modos no radiales de

alto orden n (Tassoul, 1980). Esta expresión (
f. Se
. 5.1.1.3) permite determinar 
on

pre
isión propiedades 
omo la densidad de la estrella. La aproxima
ión asintóti
a es

14



2.1 Pulsa
ión Estelar

Figura 2.2: Curva de luz de la estrella HD 49434 y residuos tras eliminar distintos


onjuntos de fre
uen
ias ajustadas. (�gura obtenida de Chapellier et al. 2011)
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2. MARCO GENERAL

espe
ialmente útil en estrellas de tipo solar ya que estas tienen ex
itados modos p

1

de

orden muy alto. El des
ubrimiento de las os
ila
iones solares de 5 minutos de periodo

por Leighton y Noyes en 1962 fue otro de los hallazgos más notables en el estudio de

las pulsa
iones estelares dando lugar a una rama de la astrosismología 
ono
ida 
omo

Heliosismología.

Por otro lado, se han desarrollado modelos teóri
os más so�sti
ados que han

ganado en la pre
isión de las predi

iones al in
luir otros fenómenos en las e
ua
iones


omo son: la rota
ión (Suárez et al., 2006), la no adiabati
idad debido a la inter-

a

ión de las pulsa
iones 
on la atmósfera (Moya and Garrido, 2008), la intera

ión

pulsa
ión-
onve

ión (Grigah
ène et al., 2005), et
.

2.1.2 Clasi�
a
ión de estrellas pulsantes

En la tabla 2.1 en
ontramos los prin
ipales tipos de pulsa
ión estelar hallados. Cabe

observar que las gigantes rojas apare
en en el mismo grupo que las estrellas de tipo so-

lar porque presentan los mismos patrones en el espe
tro de fre
uen
ias que éstas. Esto

es, un espe
tro 
ara
terizado por pi
os uniformemente espa
iados y una distribu
ión

de poten
ia gausiana que 
ubre todo un extenso rango de fre
uen
ias ex
itadas.

Si se tienen en 
uenta los rangos de temperaturas efe
tivas y luminosidades rel-

ativas de los estrellas δ S
t, RR Lyrae y Cefeidas, se observa que estos grupos de

estrellas 
aen todos en una misma banda 
ono
ida 
omo banda de inestabilidad de

las Cefeidas (o Clási
a), ya que éstas fueron las primeras en ser des
ubiertas. La

lo
aliza
ión de estos grupos de estrellas en esta banda es indi
ativo de que 
omparten

el mismo me
anismo de ex
ita
ión, el me
anismo de opa
idad aso
iado a la segunda

zona de ioniza
ión del helio. Otras estrellas que también tienen sus os
ila
iones ex
i-

tadas por éste me
animo son las SPB (Slowly Pulsating B) y las β Cephei, pero estas

no están situadas en la banda de inestabilidad 
lási
a y el me
anismo de opa
idad

está rela
ionado 
on los elementos del grupo del hierro. Por otra parte, las estrellas

roAp (rapidly os
illating A pe
uliar) sí se hallan en la banda de inestabilidad pero

sus os
ila
iones están ligadas a los grandes 
ampos magnéti
os que poseen.

Las γ Dor se en
uentran en la interse

ión entre la se
uen
ia prin
ipal y el borde

rojo de la banda de inestabilidad y son pulsantes de largo periodo, es de
ir, por lo gen-

eral modos g, pero su me
anismo de ex
ita
ión no es del todo 
ono
ido aún. Algunas

de estas estrellas presentan 
ara
terísti
as espe
trales híbridas 
on las estrellas δ S
t,


omo es el 
aso de la estrella KIC 006187665 observada por Kepler que estudiamos

en la parte III de este trabajo.

1

Os
ila
iones en que la fuerza restauradora es la presión, a diferen
ia de los modos g u ondas

gravitatorias, en que la fuerza restauradora es la gravedad.
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2.1 Pulsa
ión Estelar

Por último, se 
ono
en po
os 
andidatos de estrellas pulsantes pre-se
uen
ia prin-


ipal (pre-SP en la tabla) pero en alrededor de 30 de ellos se ha sugerido la existen
ia

de os
ila
iones de tipo δ S
t.

Tipo de pulsa
ión Tipo de

modos

Periodos Amplitudes log Teff (K) log L/L⊙

Solar-like p 3-10 min ∼ ppm [3.70, 3.82℄ [-0.5, 1.0℄

Gigantes rojas p ∼ horas ∼ 10 ppm [3.65, 3.70℄ [-0.5, 2.0℄

γ Dor g 8 h a 5 d <50 mmag [3.83, 3.90℄ [0.7, 1.1℄

δ S
t p 15 min a 8 h <0.3 mag [3.82, 3.95℄ [0.6, 2.0℄

roAp p 5-22 min <10 mmag [3.82, 3.93℄ [0.8, 1.5℄

SPB p 15 min a 8 h <50 mmag [4.05, 4.35℄ [2.0, 4.0℄

β Cephei p, g 1-12 h (p); días

(g)

<0.1 mag (p); <0.01

mag (g)

[4.25, 4.50℄ [3.2, 5.0℄

Be pulsante p, g 0.1-5 d <20 mmag [4.05, 4.50℄ [2.0, 5.0℄

pre-SP: T Tauri p,g 1-8 h (p); 8h a

5d (g)

<5 mmag - -

pre-SP: Herbig

Ae/Be

g 1-8 h <5 mmag - -

sdB p,g 80-800 s (p);

0.5-3 h

<0.1 mag (p); <0.01

mag (g)

[4.20, 4.50℄; [4.40,

4.60℄

[1.2, 2.2℄; [1.2,

2.6℄

PNNV g 5 h a 5 d <0.3 mag - -

GW Vir g 5-80 min <0.2 mag [4.80, 5.10℄ [1.5, 3.5℄

DBV g 2-16 min <0.2 mag [4.40, 4.60℄ [-1.0, 0.7℄

DAV g 0.5-25 min <0.2 mag [3.95, 4.15℄ [-2.6, -2.2℄

RR Lyrae: RRab F ∼ 0.5 d <1.5 mag [3.78, 3.88℄ [1.4, 1.7℄

RR Lyrae: RR
 FO ∼ 0.3 d <0.5 mag

RR Lyrae: RRd F+FO 0.3-0.5 d <0.2 mag

Cefeidas Tipo II:

W Vir

F 10-30 d <1 mag [3.70, 3.90℄ [2.0, 4.0℄

Cefeidas Tipo II:

BL Her

1-5 d

RV Tauri F 30-150 d <3 mag [3.60, 3.90℄ [3.2, 4.2℄

Cefeidas Tipo I F 1-50 d <1 mag [3.55, 3.85℄ [2.0, 5.5℄

Mira: SRa, SRb ℓ = 0 >80 d <8 mag [3.45, 3.75℄ [2.5, 4.0℄

Mira: SR
 ℓ = 0 >80 d <1 mag

Mira: SRd ℓ = 0 <80 d <1 mag

Tabla 2.1: Clasi�
a
ión de estrellas pulsantes. Nótese que los intervalos son aproxima-

dos.

2.1.3 astrosismología desde satélites

� WIRE (Wide-Field Infrared Explorer): satélite lanzado en 1999, su objetivo era

ha
er un survey del universo infrarrojo pero no pudo 
ompletar sus objetivos


ientí�
os de modo que los sistemas fueron redirigidos para la observa
ión de

estrellas brillantes en el mar
o de la astrosismología y la búsqueda de exoplan-
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2. MARCO GENERAL

etas. Los primeros resultados en astrosismología desde el espa
io fueron sobre

la gigante roja α UMa (Buzasi et al., 2000).

� MOST (Mi
rovariability and Os
illations in STars): Primer satélite 
uyo obje-

tivo prin
ipal fue el estudio de la astrosismología. Lanzado en 2003, iba equipado

de un pequeño teles
opio 
on un espejo de 15 
m y una 
ámara de luz blan
a.

Sus prin
ipales objetivos fueron las os
ila
iones de tipo solar, exoplanetas orbi-

tando estrellas de tipo solar, y el estudio de estrellas Wolf-Rayet (estrellas ma-

sivas evolu
ionadas). Ini
ialmente, la no dete

ión de os
ila
iones en Pro
yon

provo
ó una 
ontroversia en la 
omunidad 
ientí�
a (Matthews et al., 2004).

� CoRoT (COnve
tion, ROtation and planetary Transits): fue lanzado a �nales

de 2006. Consiste en un teles
opio de 27 
m 
on
uatroCCDs 
apaz de dete
tar

os
ila
iones 
on una pre
isión de hasta 1 µmag, que es mu
ho mayor que desde

tierra. Su órbita polar le permite tener un 
ampo de visión no perturbado por el

Sol hasta 150 días 
ontinuos (Long Run). Tras eso el satélite rota para observar

en un 
ampo intermedio durante un periodo de unos 20 días (Short Run) y a


ontinua
ión rota en dire

ión antisolar para observar durante otros 150 días

de observa
ión. CoRoT utiliza dos de sus CCDs 
on tiempo de integra
ión

de 32 s para la observa
ión de las os
ila
iones estelares y las otras dos CCDs


on tiempo de integra
ión de 512 s para la dete

ión de exoplanetas (Auvergne

et al., 2009). A
tualmente CoRoT está en fase de de
omisionado por fallo en

uno de los ordenadores de a bordo. No obstante, el legado de CoRoT es enorme,

tanto en la dete

ión de exoplanetas 
on de
enas de des
ubrimientos, 
omo en

astrosismología 
on la primera dete

ión de os
ila
iones no radiales en gigantes

rojas (De Ridder et al., 2009).

� Kepler: Lanzado por la NASA a prin
ipios de 2009 
on el objetivo prin
ipal

de des
ubrir planetas similares a la Tierra orbitando otras estrellas y estimar


uántas estrellas de ese tipo hay en nuestra galaxia (Gilliland et al., 2010).

El espejo primario del teles
opio de Kepler es de 1.4 metros y el plano fo
al


onsta 
on 42 CCDs que dan una resolu
ión de 95 Mpx. Las CCDs tienen

dos 
aden
ias de integra
ión, 58.89 s y 29.4 min. Las 
ara
terísti
as de esta

misión la ha
en ideal para estudiar astrosismología además de exoplanetas, por

ello los datos re
ogidos se utilizan también para medir las os
ila
iones estelares,

parti
ularmente, para las de tipo solar. A
tualmente 
uenta en su haber 
asi un

millar de dete

iones de exoplanetas. Pese a que la misión ha sido prolongada

hasta 2016 desde mediados de 2013 está fun
ionando 
on dos de los 
uatro

girós
opos 
on que 
ontaba ini
ialmente por lo que el sistema de apuntado ha

dejado de fun
ionar de forma 
orre
ta.
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2.2 Té
ni
as de análisis de series temporales en astrosismología

� PLATO (PLAnetary Transits and Os
illations of stars): Es una misión de 
lase

M aprobada por la Agen
ia Espa
ial Europea para ser lanzada en 2024 en una

órbita en torno al punto de Lagrange L2. El objetivo prin
ipal de esta misión es

des
ubrir y 
ara
terizar sistemas exoplanetarios 
er
anos 
on una pre
isión en

la determina
ión de la masa de los planetas de hasta el 10 %, de hasta 2 % del

radio de los planetas, y de hasta el 10 % de la edad estelar. PLATO dete
tará

planetas del tamaño de la Tierra y Super-Tierras en la zona habitable alrededor

de estrellas de tipo solar, medirá las os
ila
iones de tipo solar en las estrellas que

alberguen los exoplanetas, y medirá os
ila
iones de estrellas pulsantes 
lási
as.

Así pues PLATO se plantea 
omo la misión su
esora de CoRoT y Kepler.

2.2 Té
ni
as de análisis de series temporales en astrosis-

mología

L
a astrosismología es el estudio de la estru
tura interna de las estrellas y su

evolu
ión a través de las pulsa
iones. Las pulsa
iones dan lugar a perturba
iones

en la densidad que se tradu
en en varia
iones del brillo u otras magnitudes observables.

El registro de estas magnitudes en el tiempo permite 
omputar sus varia
iones y

analizando la serie así generada, determinar las fre
uen
ias de las pulsa
iones de la

estrella. Éstas, salvo 
asos ex
ep
ionales 
omo es el de las Cefeidas, no suelen apare
er


omo varia
iones sinusoidales sen
illas. Las pulsa
iones suelen tener una 
omponente

no lineal que ha
e que en el espe
tro de fre
uen
ias aparez
an no sólo las fre
uen
ias


orrespondientes a los modos de pulsa
ión sino también sus armóni
os. Si la serie

temporal no se ha muestreado de forma 
ontinua durante toda la observa
ión, los pi
os

se verán 
onvolu
ionados 
on una fun
ión 
ono
ida 
omo ventana espe
tral (ver Cap.

3) que está rela
ionada 
on el muestreo de los datos. Ésto da lugar a que aparez
an

otros pi
os espurios que no se 
orresponden a los modos de pulsa
ión. Además, el

ruido fotóni
o, a pesar de tener una distribu
ión espe
tral de ruido blan
o produ
irá

siempre pi
os en el espe
to de fre
uen
ias de mayor o menor amplitud debido a que la

observa
ión es �nita y el espe
tro no es 
ompletamente plano. Si a todo esto añadimos

la posibilidad de intera

ión entre modos, los efe
tos de amortiguamiento produ
idos

por la 
onve

ión, varia
iones produ
idas por 
i
los magnéti
os, granula
ión, �ares

y otros artefa
tos, la dete

ión de fre
uen
ias propias de los modos de pulsa
ión se


onvierte en una dis
iplina digna del mejor dete
tive.

Así pues, existe toda una plétora de té
ni
as para el análisis de las series tem-

porales que se obtienen al observar estrellas pulsantes según las 
ondi
iones de la

observa
ión y el tipo de variabilidad. En la tabla 2.2 re
ogemos las más 
omúnes y

más abajo 
omentamos su dominio y limita
iones.
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Métodos basados en la transformada de Fourier

Periodograma Lomb-S
argle

S
argle (1982)

Periodograma Lomb-S
argle Generalizado

Ze
hmeister and Kürster (2009)

Signi�
an
ia Espe
tral (SigSpe
)

Reegen (2007)

Algoritmo CLEAN

Högbom (1974)

Periodograma multiarmóni
o

S
hwarzenberg-Czerny (1996)

Maximum Likelihood Estimation (MLE)

Appour
haux et al. (1998)

Métodos que no usan una base armóni
a

Transformada Wavelet

Régulo et al. (2005)

Minimiza
ión de la dispersión de las fases (PDM)

Stellingwerf (1978)

Algoritmo Box-�tting

Ková
s et al. (2002)

Métodos basados en el dominio del tiempo

Método de Entropía Máxima (MEM)

Burg (1975)

Método de la Entropía de la Informa
ión

Cin
otta et al. (1995)

Tabla 2.2: Té
ni
as para el análisis de series temporales.

Para hallar las fre
uen
ias de pulsa
ión se ajusta un modelo a las observa
iones

que será más o menos 
omplejo según sea el 
aso. Así, el modelo más bási
o de una

observa
ión Yn en tiempo tn 
onsiste en una des
omposi
ión en suma de senos que

puede es
ribirse de forma lineal 
omo:

Yn(tn) = µ+
∑

i

AiXi,n + ǫn donde Xi,n = sin[2π(fitn + φi)] (2.3)

donde µ es la media y ǫn es la 
omponente de ruido blan
o, gausiano e independiente.

Este modelo puede ajustarse 
on 
ualquiera de los métodos existentes para el ajuste

de mínimos 
uadrados. Para ha
er el ajuste es ne
esario ha
er previamente una esti-

ma
ión de las fre
uen
ias que ha de ha
erse mediante té
ni
as de análisis de Fourier.

La té
ni
a más extendida en astrosismología para esto es la introdu
ida por Deeming

(1975) y generalizada por Lomb (1976) y S
argle. Según ésta la determina
ión de las

fre
uen
ias puede ha
erse mediante un estimador de la densidad espe
tral 
ono
ido


omo periodograma. Éste viene dado por:

P (f) =
1

2

[

[
[
∑

j Yj cos(2πft
′

j)]
2

∑

j cos
2(2πft′j)

+
[
∑

j Yj sin(2πft
′

j)]
2

∑

j sin
2(2πft′j)

]

(2.4)

donde t′j = tj − τ es una rede�ni
ión del parámetro t que se realiza para que el


omportamiento estadísti
o sea 
onsistente in
luso 
uando el muestreo de la serie
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observada es no uniforme. El parámetro τ viene dado por:

tan (2πfτ) =

∑

j sin (2πftj)
∑

j cos (2πftj)
(2.5)

Al representar la P (f) las 
omponentes armóni
as apare
en identi�
adas 
omo pi
os


orrespondiendo a fun
iones sin
 (sin
 x = sinx
x ) de an
hura �nita que se aproximan a

una delta de Dira
 
uando el tiempo de observa
ión t
obs

→ ∞. No obstante, 
uando

el muestreo es no-uniforme y altamente irregular pueden apare
er en el periodograma

pi
os de una amplitud 
onsiderable no debidos a la señal. Estos son lo que se 
ono
e


omúnmente 
omo alias produ
idos por la ventana de observa
ión. La existen
ia de

alias en el periodograma impli
a que la fre
uen
ia de mayor amplitud de la señal po-

dría no estar lo
alizada donde se en
uentra el pi
o de mayor amplitud. Para eliminar

los alias que 
orresponden a la 
onvolu
ión de la ventana de observa
ión 
on 
ada una

de las fre
uen
ias de la señal se suele ha
er uso de un pro
edimiento 
ono
ido 
omo

prewhitening. Este pro
edimiento 
onsta de 
uatro pasos:

� Identi�
a
ión de la fre
uen
ia de mayor amplitud fi en el periodograma: para

ello el periodograma se 
ál
ula 
on un sobremuestreo que permite diferen
iar

pi
os que, de otra manera, serían indistinguibles.

� Pre
isión: se re
al
ula el periodograma sobre un rango de fre
uen
ias en torno

a la fi 
on un sobremuestreo mayor para obtener una mejor medida de la fre-


uen
ia.

� Ajuste: usando todas las fre
uen
ias identi�
adas previamente se realiza un

ajuste sobre las amplitudes y fases.

� Prewhitening: se elimina la señal ajustada en el paso anterior de los datos y se

itera desde el prin
ipio para hallar la siguiente fre
uen
ia.

Este pro
eso se repite mientras se 
umpla un determinado 
riterio de signi�
an
ia

basado en las amplitudes de las fre
uen
ias identi�
adas en el primer paso. El ajuste

men
ionado en el esquema anterior es un ajuste lineal que fue propuesto por Vaní£ek

(1971). Algunos 
ódigos más re
ientes 
ontienen varia
iones sobre este esquema,


omo PERIOD04 (Lenz and Breger, 2005), que adopta un esquema más robusto

que el basado en un algoritmo de optimiza
ión no lineal, el algoritmo de Levenberg-

Marquadt (Press et al., 1992). Cuando la señal 
ontiene po
as fre
uen
ias esta aprox-

ima
ión permite re
uperar los valores de fre
uen
ias y amplitudes in
luso aunque

éstas estén muy 
er
a (∆f ≪ 1/T ). Sin embargo, 
uando el número de parámetros

a ajustar es alto, in
luso un algoritmo de optimiza
ión no lineal puede no 
onverger

a los valores apropiados. En di
hos 
asos, los valores 
orre
tos se obtienen sólo si las
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fre
uen
ias son moderadamente 
er
anas (∆f > 0.5/T ), de lo 
ontrario el 
ompor-

tamiento del ajuste no lineal puede ser muy imprede
ible.

Además de las limita
iones men
ionadas a este método existen otras por la propia

naturaleza de la serie a estudiar. De este modo existen variantes para tratar de

solu
ionar los problemas en
ontrados en 
ada situa
ión. Así, por ejemplo, se usa el

periodograma de Lomb-S
argle generalizado en series 
on po
os puntos en las que

la media real es muy distinta a la en
ontrada en el 
onjunto de datos disponible;

el algoritmo CLEAN se utiliza 
uando los efe
tos del muestreo ha
en muy 
ompli-


ado el análisis, que es el 
aso de las observa
iones de radiointerferometría; 
uando la

señal tiene varia
iones periódi
as no-sinusoidales el periodograma multiarmóni
o de

S
hwarzenberg-Czerny 
on
entra en un sólo pi
o la poten
ia que apare
ería dispersa

en un 
onjunto de pi
os en un periodograma de Lomb-S
argle; 
uando la señal 
on-

siste en pulsa
iones ex
itadas esto
ásti
amente y amortiguadas 
omo o
urre en las

estrellas de tipo solar, los pi
os 
orrespondientes a 
ada 
omponente en fre
uen
ias

se ensan
han y para determinar los parámetros de forma 
orre
ta es ne
esario ha
er

un ajuste de per�les lorentzianos mediante el método de Maximum Likelihood Esti-

mation. También existen otras aproxima
iones que no se basan en una transformada

de Fourier sino en otras bases 
omo es el 
aso de la Transformada Wavelet, que es

parti
ularmente apropiada para el estudio de señales no-esta
ionarias; también es el


aso del algoritmo Box-Fitting, basado en fun
iones 
aja, que se usa para la dete
-


ión de tránsitos de planetas en las 
urvas de luz. Por otro lado, el algoritmo de

Stellingwerf no ha
e uso de ninguna fun
ión base sino que bus
a periodi
idades en

la serie mediante minimiza
ión de la dispersión de las fases. Por último, también se

en
uentran en la literatura otros métodos que estudian las propiedades de la serie en

el dominio del tiempo sin llevar a 
abo ninguna transforma
ión de dominio, 
omo son

el Método de Máxima Entropía de Burg, y el Método de Entropía de la Informa
ión

de Cin
otta.

2.3 Criterio de 
orre

ión 
ientí�
a

Existe una enorme diversidad de té
ni
as para el análisis de series temporales, algunas

de las 
uáles hemos visto en el apartado anterior, y 
ientos más que hemos dejado

en la literatura. ¾Cómo elegir la té
ni
a ade
uada?, ¾
ómo se pueden 
ombinar las

distintas té
ni
as?, ¾qué 
riterio se ha de seguir a la hora de ha
er el análisis?, et
.

Para �nalizar este 
apítulo introdu
torio de la memoria formulamos unos prin
ipios

que nos sirven para responder estas preguntas y tener una referen
ia 
onstante en el

modo de pro
eder durante el análisis de las series temporales.
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orre

ión 
ientí�
a

Siguiendo los prin
ipios del método 
ientí�
o, el 
riterio de 
orre

ión 
ientí�
a se

basa en introdu
ir el mínimo de hipótesis 
uando se ha
e un análisis observa
ional.

Este 
riterio tiene menor relevan
ia 
uando lo que se está ha
iendo es un modelo

teóri
o ya que las hipótesis no introdu
en a priori ningún sesgo en los resultados y

la validez de éstas viene justi�
ada por la propia 
apa
idad de des
rip
ión de las

hipótesis. En 
ambio, 
uando lo que se realiza es un análisis observa
ional es 
ru
ial

evitar rigurosamente el fa
tor humano y presentar el análisis de la forma más objetiva

posible.

Siguiendo este 
riterio estable
emos ahora unas pautas o postulados para el análisis

de datos que obligan a la rigurosidad matemáti
a y son ineludibles para respetar la

objetividad 
ientí�
a:

1. Las hipótesis bajo las 
uales se realiza el análisis de datos deben partir

de bases físi
as y no de una aproxima
ión matemáti
a. El análisis

de datos es un método experimental de la físi
a y 
omo tal, sus bases deben

tratarse desde un punto de vista teóri
o y no meramente 
omo una té
ni
a


omputa
ional. Asimismo o
urre 
on la interpreta
ión de los resultados.

2. La forma fun
ional usada para la identi�
a
ión de 
ualquier patrón

en los datos debe ser lo más general posible y los grados de libertad

deben estar restringidos úni
amente por la propia 
on�gura
ión del

sistema. El pro
eso de análisis de datos 
onsiste en identi�
ar un patrón en los

datos analizados hallando su representa
ión matemáti
a, y a 
ontinua
ión tratar

de en
ontrar la 
ausa del patrón en términos de un modelo físi
o ade
uado. De

pro
eder a la inversa, es de
ir, determinar el patrón inherente a los datos y sus

propiedades matemáti
as en base a un modelo físi
o supuesto a priori se 
orre

el riesgo de in
urrir en un sesgo.

3. El análisis de datos debe ser 
ompletamente objetivo y no puede

depender de de�ni
iones 
ir
unstan
iales o ambiguas. La de�ni
ión de

lo que es ruido y lo que es señal debe ser una de�ni
ión �si
o-matemáti
a. En


onse
uen
ia se derivan de�ni
iones en los dos puntos siguientes.

4. De�nimos 
omo ruido la 
omponente de una serie que se 
orresponde

físi
amente 
on un error de medida, y matemáti
amente a una fun
ión

esto
ásti
a 
uyos valores son estadísti
amente independientes y 
uya

distribu
ión es una gausiana.

5. Toda 
omponente de una serie que no se ajuste a la de�ni
ión de

ruido dada, es señal y debe ser estudiada 
omo tal, independientemente de
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que la informa
ión que 
ontiene sea de mayor o menor relevan
ia para una

interpreta
ión de los datos.

6. El espa
io 
ubierto en el análisis de datos debe ser máximo 
on el mín-

imo de hipótesis. El análisis de datos parte siempre de una representa
ión de

éstos de forma que su informa
ión pueda ser interpretada. Toda representa
ión

se basa en una serie de hipótesis que de�nen el tipo de informa
ión que se puede

extraer. En 
ada 
aso el 
onjunto de hipótesis mínima respe
to a la informa
ión

disponible es el más objetivo. Sólo en este 
aso se pueden evaluar los resultados

de forma 
onsistente sin tener que evaluar además las hipótesis en que se basa

la representa
ión.

7. Un método ade
uado para el análisis de datos debe ser su�
iente-

mente simple 
omo para que sus propiedades estadísti
as puedan ser

determinadas 
on fa
ilidad. De lo 
ontrario, el método se 
onvierte en un

simple pro
edimiento matemáti
o sin una justi�
a
ión físi
a para su realiza
ión.

En este sentido, 
onsideramos que solamente son de�nibles aquellas propiedades


uya distribu
ión es gausiana.

8. Las té
ni
as de análisis utilizadas deben ser 
onsistentes 
on las 
ar-

a
terísti
as de la serie y los parámetros de la observa
ión. Los métodos

que se utilizan para 
omputar el espe
tro de poten
ias (métodos de Fourier)

sufren las 
onse
uen
ias de suposi
iones no realistas sobre la extensión de los

datos fuera de intervalo 
ono
ido. Estas suposi
iones llevan a ventanas espe
-

trales que limitan severamente la resolu
ión de los espe
tros de observa
iones


ortas. La aproxima
ión MEM propuesta por Burg (equivalente a pro
esos

ARMA) propor
iona una estima
ión espe
tral que 
are
e de las limita
iones de

la DFT en las 
ondi
iones 
ríti
as men
ionadas.

9. La ele

ión de unidades debe obede
er a razones físi
as. Cualquier

transforma
ión sobre éstas debe estar ligada a la invarian
ia en la determina
ión

de las propiedades estadísti
as, y no a 
uestiones estéti
as o históri
as. Así pues,

se puede demostrar que una transforma
ión de unidades sobre una fun
ión no

lineal puede 
ausar que propiedades estadísti
as 
omo la media y la varianza no

sean 
onsistentes. En este sentido, el 
ambio de intensidades In a magnitudes

mn dado por

mn = −2.5 log(In/I0)
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a

que es una transforma
ión no lineal, no se utiliza en el 
ontexto de este trabajo.

Así mismo evitamos también la habitual 
onversión a partes por millón (ppm)

I = 106
(

µI

I
− 1

)

que, además de ser una transforma
ión no lineal, puede tener singularidades.
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Parte II

Elimina
ión de fre
uen
ias espurias

mediante re
onstru

ión de la señal
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Cuando se analizan series temporales es 
orriente en
ontrar hue
os ya sea debido a

un muestreo no uniforme de la serie o a errores instrumentales que obligan a des
artar

algunas medidas. Los hue
os suponen un handi
ap 
uando se trata de identi�
ar

fre
uen
ias de pulsa
ión en las 
urvas de luz a través de té
ni
as de Fourier.

El pro
edimiento habitual para evitar el efe
to que produ
en di
hos hue
os sobre

el análisis de fre
uen
ias suele 
onsistir en una de estas dos solu
iones: estudiar la

ventana espe
tral o realizar un relleno de hue
os. En el primer 
aso se analiza la

fun
ión de�nida por el propio muestreo de la serie 
ono
ida 
omo fun
ión ventana, o

más bien su representa
ión en fre
uen
ias, la ventana espe
tral, que 
onvolu
iona la

representa
ión de la señal en fre
uen
ias. Esta solu
ión, quizás la más extendida, no

está falta de di�
ultades ya que, en la prá
ti
a la fun
ión ventana suele ser bastante


ompli
ada y no es posible de
onvolu
ionar la señal de forma que la de
isión sobre

qué fre
uen
ias son reales y 
uáles son debido a la 
onvolu
ión de la ventana espe
-

tral a
aba siendo heurísti
a. La segunda solu
ión, realizar un relleno mediante una

interpola
ión, suele redu
irse a una interpola
ión lineal en el 
aso de hue
os de po
os

datos. Sin embargo, en la mayoría de los 
asos en que se rellenan hue
os ha
iendo

ajustes lineales se está ha
iendo algo que es a la vez erróneo e inne
esario. Los 
asos

en los que una serie sigue una rela
ión lineal son extraordinariamente es
asos y en la

prá
ti
a las rela
iones que des
riben de forma 
orre
ta los datos no son ni siquiera

aproximadamente lineales. Casi todas las series resultan ser no-lineales de modo que


on un ajuste lineal el investigador in
urre en un error substan
ial que puede generar

in
onsisten
ias en el análisis de la serie. In
luso si en lugar de ha
erse un ajuste lineal

se realiza un ajuste 
on 
ualquier otra fun
ión de forma 
errada sin tener una razón

teóri
a bien fundamentada para poder asegurar que los datos se generen mediante ese

tipo de rela
ión, se in
urrirá en una in
onsisten
ia en el análisis. Por lo general la

distribu
ión de los datos en una serie temporal suele ser mu
ho más ri
a que lo que


ualquier fun
ión de forma 
errada pueda ajustar.

En esta parte de la memoria exponemos un trabajo en el que se ha desarrollado

un método para rellenar hue
os ajustando las series sin ha
er uso de ningún modelo

basado en una fun
ión de forma 
errada. Con esto se evita la pre
on
ep
ión inherente

a todo modelo ad-ho
 y de esta forma el método es 
apaz de re
uperar la estadísti
a

intrínse
a a los datos de una forma natural, es de
ir, usando sólo la informa
ión propia

de los datos y sin introdu
ir ninguna señal arti�
ial.

Comenzamos la exposi
ión en el Cap. 3 de�niendo la ventana espe
tral y profun-

dizando sobre los efe
tos espúreos que pueden apare
er en la dete

ión de fre
uen
ias


omo 
onse
uen
ia del muestreo realizado. Revisamos las solu
iones propuestas en la

literatura para evitar esos efe
tos y estudiamos entre estas los distintos métodos de

relleno de hue
os que se han desarrollado.
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En el Cap. 4 exponemos el método de interpola
ión basado en modelos ARMA

(Pas
ual-Granado et al., 2012) que hemos desarrollado dentro de este trabajo de tesis.

Este método se evalúa estadísti
amente y es puesto a prueba 
on series sintéti
as que

simulan las varia
iones típi
as observadas en las 
urvas de luz de estrellas pulsantes.

Finalmente, la e�
ien
ia del método se muestra al apli
ar este sobre datos reales

pro
edentes del satélite CoRoT tanto para el 
aso de 
urvas del 
ampo de sismología

estelar 
omo para el de exoplanetas. Estos resultados se presentan en el Cap. 5.2.
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Capı́tulo 3

Efe
tos del muestreo en la dete

ión de

señal: la ventana espe
tral

�All of physi
s is either impossible or trivial. It is impossible until

you understand it, and then it be
omes trivial.�

Ernest Rutherford

Shannon, en su famoso artí
ulo en el que se sientan las bases del análisis de señal

(Shannon, 1949), estable
e que una fun
ión f(t) 
uyas fre
uen
ias están limitadas por

∆ν queda 
ompletamente determinada por los valores f(tn) 
on n = −∞...+∞ que

toma la fun
ión en una serie de puntos tn que están espa
iados por ∆t = 1/2∆ν. Se

demuestra (Appour
haux, 2011), además, que la representa
ión de f(t) dada a través

de esos valores de la fun
ión es

f(t) =
n=+∞
∑

n=−∞

f(tn) sin


(

t− tn
∆t

)

Así, pese a que la re
onstru

ión exa
ta de la fun
ión requeriría una suma in�nita

y en la prá
ti
a las series temporales 
onsisten sólo en un número �nito de medidas

de una fun
ión, se puede apre
iar aquí la importan
ia de 
ontar 
on un muestreo

uniforme para analizar la fun
ión.

En la expresión anterior puede 
onstatarse que los valores de la fun
ión f(tn)


onstituyen los 
oe�
ientes de su desarrollo. Por otra parte, estos permiten a su

vez expresar la fun
ión en el espa
io de fre
uen
ias a través de la des
omposi
ión de

Fourier:

F (ν) = ∆t

n=+∞
∑

n=−∞

f(tn)e
i2πνtn

(3.1)

Esta representa
ión es extremadamente útil 
uando se analizan señales 
ompuestas

por un 
onjunto de fun
iones armóni
as 
ara
terizadas por las fre
uen
ias ν1, ν2, ...
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ya que la F (ν) solamente toma valores distintos de 
ero alrededor de esas fre
uen
ias,

siguiendo una delta de Dira
.

En la prá
ti
a debido a que las series además de ser dis
retas son �nitas, la suma-

toria en la Eq. 3.1 termina en el término N. Esto es lo que 
ono
emos 
omo Trans-

formada de Fourier Dis
reta (TFD), que no es una representa
ión exa
ta sino una

aproxima
ión que presenta una serie de diferen
ias sobre la des
omposi
ión en serie

de Fourier. Nos o
upamos ahora de estas diferen
ias.

Esen
ialmente las diferen
ias entre la des
omposi
ión en serie de Fourier de una

fun
ión y su TFD vienen dadas por interferen
ias entre las fre
uen
ias, ya sean estas


er
anas o distantes. La interferen
ia entre fre
uen
ias 
er
anas es 
onse
uen
ia de la

an
hura de los pi
os debido a que la serie es �nita. En el segundo 
aso, la interferen
ia

entre fre
uen
ias distantes o
urre por el submuestreo de la señal que da lugar a lo

que se 
ono
e 
omo aliasing. Para un muestreo arbitrario los 2 tipos de interferen
ias

men
ionados no se pueden separar y dan lugar a lo que se 
ono
e 
omo ventana

espe
tral.

Un importante resultado matemáti
o en este 
ampo estable
e que la 
onvolu
ión

de la transformada de Fourier real y la fun
ión que des
ribe la ventana espe
tral


oin
ide 
on la TFD (Deeming, 1975). Esto es

1

N
FN (ν) = F (ν) ∗ VN (ν) (3.2)

siendo VN (ν), la ventana espe
tral, una fun
ión que se obtiene a través de los tiempos

de observa
ión de la fun
ión 
omo

VN (ν) =
1

N

N
∑

n=1

ei2πνtn (3.3)

El fa
tor 1/N en las expresiones anteriores es simplemente una normaliza
ión para

que VN (0) = 1. La Eq. 3.2 de�ne de forma 
orre
ta la TFD que, pese a ser tratada


omo tal no puede ser 
onsiderada una aproxima
ión numéri
a de la transformada de

Fourier de la fun
ión y es, de he
ho, dimensionalmente distinta a ésta. Una 
onse-


uen
ia importante de esta de�ni
ión es que, aunque la TFD sea una fun
ión distinta

a la transformada de Fourier su existen
ia depende de esta y, por tanto, se deben


omprobar las 
ondi
iones de existen
ia, e.g. si la fun
ión f(t) es absolutamente in-

tegrable. Para 
omprobar esto es ne
esario ha
er una 
orre
ta re
onstru

ión de la

señal, es de
ir, sin utilizar fun
iones de forma 
errada para ello.

Por otra parte, para un muestreo uniforme y N muy grande la ventana espe
tral

se redu
e a una fun
ión peine de Dira
 lo que simpli�
a enormemente el análisis. Ésto

muestra nuevamente la ventaja de obtener la serie muestreada de forma 
onstante.
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Figura 3.1: Ventana espe
tral de una serie de velo
idades radiales tomadas desde tierra.

Nótense los lóbulos debido al periodo de observa
ión. La serie está 
onstituida por 57

medidas tomadas desde el observatorio de Calar Alto durante una no
he de observa
ión.

El espe
tro mostrado se ha sobremuestreado 20 ve
es para mostrar el detalle de los

lóbulos alrededor del pi
o en ν = 0.

Como puede verse en la Fig. 3.1, una ventana espe
tral típi
a presenta un pi
o


entral 
on una an
hura en torno a 1/T , que determina la interferen
ia entre fre
uen-


ias 
er
anas, y una serie de pi
os 
olindantes de menor amplitud que surgen debido

a las irregularidades del muestreo. Sobre estas es sobre las que estamos interesados

ya que el relleno de hue
os re
upera la uniformidad en el muestreo y elimina esta 
on-

tribu
ión espuria que, pese a ser de po
a amplitud, en el 
aso de las series temporales

tomadas por satélites, las interferen
ias afe
tan a todo el espe
tro.

En la Fig. 3.2 mostramos otro ejemplo de ventana espe
tral, en este 
aso de una


urva de luz observada por el satélite Kepler. La ventana tiene un hue
o de 2.19 días

debido a la entrada de la ele
tróni
a en modo seguro, y se han eliminado 557 pun-

tos identi�
ados 
omo outliers según las 
orre

iones instrumentales de Gar
ía et al.

(2011). En este 
aso podemos observar un pi
o 
entral mu
ho más estre
ho gra
ias al

periodo de observa
ión de un mes. Los lóbulos se redu
en también 
onsiderablemente

y aunque podemos ver que la ventana espe
tral dista de ser una delta de Dira
 debido

a los númerosos pi
os que apare
en, éstos son de baja amplitud y 
omo mu
ho podrían

reper
utir en que el ruido de fondo al analizar el espe
tro de la estrella aumentara

pero no es de esperar que inter�eran 
on las fre
uen
ias signi�
ativas.
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Figura 3.2: Ventana espe
tral típi
a en una 
urva de luz de Kepler. La serie 
onsta

de 41443 puntos 
on un muestreo de 60 s. aproximadamente ha
iendo un total de 30.79

días observados. Nótese que los alias apare
en 
on amplitudes muy bajas.

Por último, en la Fig. 3.3 observamos la ventana espe
tral de uno de los objetivos

del 
ampo de sismología de CoRoT. Profundizamos más en este análisis ya que es rel-

evante para el estudio que presentamos en los próximos 
apítulos. Ésta es la ventana

espe
tral típi
a de todos los objetivos observados durante ese run. En la �gura se

observan alias a 2 y 4 
d

−1
y una serie de patrones 
entrados en torno a 13.97 
d

−1

y múltiplos que 
onstan de fre
uen
ias se
undarias separadas por 1 
d

−1
y múltip-

los. El alias de 2 
d

−1
se debe al paso del satélite por la Anomalía Sur Atlánti
a

(ASA) durante el 
ual el aumento del impa
to de partí
ulas 
argadas introdu
e una

perturba
ión sobre la CCD (Samadi et al., 2007). Ésto o
urre 2 ve
es durante un

día sidéreo. A diferen
ia de Kepler, que sigue una órbita helio
éntri
a, CoRoT sigue

una órbita polar alrededor dela Tierra y por tanto se ve afe
tado por las varia
iones

órbitales y por los protones atrapados por el 
inturón de Van Allen. Por otra parte,

los alias de 13.97 
d

−1
y múltiplos se deben a varia
iones entre órbitas, ya que el

satélite da 14 vueltas a la Tierra durante un día.

Para el 
aso de un muestreo uniforme podemos determinar 
on exa
titud las

propiedades de la ventana espe
tral dado el tiempo de muestreo y el tiempo de ob-

serva
ión. A partir de la Eq. 3.3, teniendo en 
uenta la linearidad del muestreo

(tn = t0 +∆t) y eligiendo el origen t0 de forma ade
uada en
ontramos que la fun
ión

ventana espe
tral es:
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Figura 3.3: Ventana espe
tral de la observa
ión de la estrella HD 50890 que fue obser-

vada durante el Initial Run (IRa01) de CoRoT durante 56.7 días. Nótense los alias a las

fre
uen
ias de 2 
d

−1
, a 13.97 
d

−1
y múltiplos de estas.

VN (ν) =
sin(πνN∆t)

N sin(πν∆t)
(3.4)

A partir de esta e
ua
ión podemos dedu
ir que la ventana espe
tral 
uando el muestreo

es uniforme es una fun
ión simétri
a y periódi
a 
on periodo ∆t−1
. Combinando es-

tas dos propiedades se puede ver que la forma de la fun
ión es la de un peine de

Dira
 sólo que en lugar de deltas de Dira
 en
ontramos una serie de sin
s espa
iadas

a intervalos de ∆−1
. Conforme el número de muestreos N tienden a in�nito las sin
s

se 
onvierten en fun
iones delta. En 
ambio, para series 
on un muestreo no uniforme

las propiedades de simetría y periodi
idad no se 
umplen de modo que no podemos

determinar 
on fa
ilidad el efe
to de la ventana espe
tral. Otro aspe
to a desta
ar

sobre la ventana espe
tral es la forma en que ésta modi�
a las fases de la señal orig-

inal. En general la ventana espe
tral no es una fun
ión real y su fase introdu
e una

desvia
ión en la fase de la TFD sobre la transformada real F (ν). Esta desvia
ión, que

puede ser determinada para el 
aso de un muestreo uniforme, se 
ompli
a para un

muestreo no uniforme de manera que las fases pueden apare
er 
orreladas di�
ultando

los estudios en los que se requiere la determina
ión de las fases (p.ej. diferen
ias de

fases entre 
urvas de luz de distintas longitudes de onda para la identi�
a
ión modal

Garrido 2000).

Un último problema sobre el muestreo que es ne
esario remar
ar es el de la nor-

maliza
ión. Para que la transforma
ión tenga signi�
ado físi
o es ne
esario bus
ar

una normaliza
ión ade
uada. Podemos hablar de una normaliza
ión físi
a 
uando al

tender N a in�nito se obtiene un valor �nito para la transformada (Deeming, 1975).
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La normaliza
ión surge de un teorema matemáti
o que puede 
onsiderarse una formu-

la
ión alternativa del prin
ipio de 
onserva
ión de la energía: el teorema de Parseval.

Según este teorema:

k
N
∑

i=1

|FN (ν)|2 = 1

N

N
∑

n=1

f(tn)
2

(3.5)

donde k es el fa
tor de normaliza
ión.

Cuando de�nimos anteriormente la TFD utilizamos la normaliza
ión de 1/N ya

que esto permite que se 
umpla la 
ondi
ión dada (siempre que tratemos 
on fun
iones

absolutamente integrables). No obstante, para el 
aso de un muestreo no uniforme

no es posible determinar las propiedades de normaliza
ión del mismo modo.

Algunas de las pe
uliaridades de la ventana espe
tral 
uando el muestreo es no

uniforme se han podido sortear a través de modi�
a
iones sobre la expresión de la

TFD de�nida en la Eq. 3.2. Así, el periodograma de Lomb-S
argle (S
argle, 1982),

que es el más utilizado en la literatura de astrosismología de entre todas las versiones

de periodogramas para la dete

ión de fre
uen
ias, permite re
uperar las mismas

propiedades estadísti
as que se tiene 
on un muestreo uniforme - una χ2

on 2 grados

de libertad. Sin embargo, el periodograma de Lomb-S
argle está limitado a series en

las que solamente haya ruido blan
o y, además, no solu
iona el efe
to que tiene la

presen
ia de hue
os en el espe
tro, ya que es equivalente a la sustitu
ión de éstos por


eros que generan la misma ventana espe
tral. Como 
onse
uen
ia en el periodograma

de Lomb-S
argle hay 
orrela
iones entre las fre
uen
ias que normalmente se ignoran.

Como ejemplo de 
orrela
iones entre fre
uen
ias introdu
idas por la ventana es-

pe
tral supongamos que estamos observando un fenómeno aleatorio que des
ribimos

mediante la fun
ión f(t) y que tiene una distribu
ión de ruido blan
o 
on varianza

σ2
0 y media 
ero. La observa
ión viene dada por una ventana v(t) de modo que la

transformada de la fun
ión será:

F (ν) =

∫ +∞

−∞

f(t) v(t) ei2πνt dt

y por tanto la 
orrela
ión media entre 2 fre
uen
ias ν1, ν2 vendrá dada por

E

[

F (ν1)F
∗(ν2)

]

= E

[
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

f(t)f(t′)v(t)v(t′)ei2πν1te−i2πν2tdtdt′
]

donde al introdu
ir la transformada de Fourier inversa de f(t) y f(t′) y utilizando

las propiedades del ruido blan
o se obtiene

E

[

F (ν1)F
∗(ν2)

]

= 2σ2

∫ +∞

−∞

V (ν1 − ν)V (ν − ν2)dν
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y �nalmente, usando las propiedades de 
onvolu
ión de la transformada de Fourier

inversa

E

[

F (ν1)F
∗(ν2)

]

= 2σ2

∫ +∞

−∞

v2(t)ei2π(ν1−ν2)tdν (3.6)

La integral es la transformada de Fourier del 
uadrado de la fun
ión ventana v(t).

Como ejemplo más simple, para una fun
ión 
ontinua 
on una ventana de observa
ión

re
tangular la 
orrela
ión media entre fre
uen
ias es una sin
.

La expresión dada en la Eq. 3.6 es válida sólo para un pro
eso esto
ásti
o tipo

ruido blan
o pero, 
uando E[F (ν)2] varía lentamente (más lentamente que 1/T por

ejemplo), enton
es esta expresión nos da también una idea aproximada de lo que está

o
urriendo. Es de
ir, la ventana 
on muestreo no uniforme puede introdu
ir fuertes


orrela
iones entre las 
omponentes a distintas fre
uen
ias, tanto en sus amplitudes


omo en sus fases, 
ausando así múltiples 
ompli
a
iones en el análisis 
omo, por

ejemplo, el ajuste de los parámetros 
orrespondientes a 
ada línea (an
hura, 
entroide,

et
.) que permite 
omparar los modelos teóri
os y las obsserva
iones.

Otra de las ventajas que tiene el muestreo uniforme de la fun
ión es que nos per-

mite hallar su fun
ión de auto
orrela
ión. Cuando analizamos una fun
ión esto
ásti
a

o una fun
ión 
ombinada que 
ontiene una 
omponente esto
ásti
a, podemos hallar

su espe
tro de poten
ias mediante una TFD de la fun
ión de auto
orrela
ión pero

solamente si el muestreo es uniforme ya que de lo 
ontrario no hay forma de hallar la

auto
orrela
ión.

En la tabla 3.1 mostramos un 
ompendio de todas las propiedades men
ionadas

por las que es, 
omo mínimo, útil disponer de un muestreo uniforme de la fun
ión

previamente al análisis. Por rigor 
ientí�
o es de notar que el muestreo no uniforme

tiene propiedades que lo ha
en deseable en determinadas situa
iones. Si el observador

puede elegir los tiempos de muestreo es posible 
on�gurar la ventana espe
tral de

forma que esta afe
te lo mínimo posible al análisis de fre
uen
ias. Así, por ejemplo,

se pueden redu
ir los alias produ
idos por altas fre
uen
ias en el rango de bajas

fre
uen
ias 
ontrolando el muestreo. No obstante, en la prá
ti
a es po
o probable que

se pueda elegir los tiempos de muestreo y por otro lado, 
uando se tiene un muestreo no

uniforme el límite de Nyquist no se elimina por 
ompleto (Bretthorst, 2000). De he
ho,

el muestreo no uniforme solamente es 
ompletamente e�
iente eliminando los alias

debido a fre
uen
ias más allá de Nyquist para el 
aso de un muestreo 
ompletamente

aleatorio y N→ ∞.

De las propiedades que apare
en en la tabla 3.1 en espe
ial la última es la que quer-

emos remar
ar aquí ya que tendrá espe
ial relevan
ia para el estudio que ha
emos en
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la última parte de la memoria. De he
ho, es impres
indible obtener un muestreo uni-

forme para poder re
onstruir la señal de manera natural 
onservando sus propiedades

intrínse
as y así poder 
ara
terizar la fun
ión de manera lo
al. De este modo, además

de las propiedades men
ionadas, el estudio que realizamos en la Parte IV de la memo-

ria, que motiva el título de esta tesis, justi�
a la ne
esidad de interpolar la serie en

los hue
os para obtener un muestreo uniforme.

Hasta aquí se ha de�nido la ventana espe
tral y se ha mostrado la patología

que ésta re
oge. Sin embargo, la patología del espe
tro de fre
uen
ias de una serie

temporal no se restringe sólo a la que se origina por el modo en que se distribuyen los

datos, interviene también el tipo de señal que se analiza y las hipótesis que subya
en

al propio análisis. La �loso�a que se sigue habitualmente 
uando se lleva a 
abo

un análisis de Fourier es interpretar los datos de a
uerdo a un modelo matemáti
o

preestable
ido que representa el modelo físi
o del fenómeno estudiado. En el 
aso

que nos o
upa, el de las estrellas pulsantes multiperiódi
as, se parte de un modelo

determinista basado en la 
omposi
ión de un ruido blan
o 
on distribu
ión gausiana

y una (o varias) de estas 3 formas fun
ionales:

� Fun
ión periódi
a de tipo no-sinusoidal

� Fun
ión sinusoidal

� Os
ilador armóni
o ex
itado esto
ásti
amente

Como si fuera el modelo teóri
o el que determinase la observa
ión y no vi
eversa,

estas formas fun
ionales, que se derivan de modelos físi
os para 
ada 
lase de es-

trella pulsante, determinan la forma de analizar las 
orrespondientes 
urvas de luz

observadas. Así pues, 
uriosamente, hasta ahora no se han he
ho análisis partiendo

de diferentes formas fun
ionales. Pero es esen
ial tener en 
uenta las limita
iones

que esto impone al análisis. En general, un modelo determinista se 
omporta de

forma distinta a uno no-determinista bajo un análisis de Fourier. Dentro de los mo-

delos deterministas las fun
iones periódi
as, se 
omportan de forma distinta a las

no-periódi
as. Es más, la propia ele

ión de una transformada de Fourier 
omo her-

ramienta de análisis ya introdu
e una hipótesis fuerte que limita el modelo, esto es

que la fun
ión sea absolutamente integrable, ya que esta es la 
ondi
ión para que la

fun
ión se pueda representar mediante una transformada de Fourier en el espa
io de

fre
uen
ias.

Dadas las limita
iones 
omentadas del modelo matemáti
o, el 
riterio de 
orre
-


ión 
ientí�
a nos obliga a 
onsiderar un método para obtener la representa
ión más

�dedigna de la fun
ión en el espa
io de fre
uen
ias. Esto impli
a evitar las interfe-

ren
ias debidas a la ventana espe
tral sin introdu
ir ninguna varia
ión en la serie que
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no sea propia de la señal. Con esto en mente, realizamos un relleno de los hue
os

para obtener un muestreo uniforme que, si bien también 
onlleva efe
tos de interfer-

en
ia en el espe
tro de fre
uen
ias, estas están perfe
tamente determinadas. Se han

propuesto múltiples pro
edimientos para llevar a 
abo el relleno de hue
os pero esta

metodología no está exenta de 
ompli
a
iones e in
onvenientes 
omo veremos en el

próximo 
apítulo.
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TABLA 1. La ventana espe
tral 
on muestreo uniforme

1) Teor. de Shannon - re
onstru

ión de la señal de

forma exa
ta.

2) Simpli�
a el análisis: la ventana espe
tral es una

serie de sin
s que tienden a un peine de Dira



uando N tiende a ∞
3) Elimina las 
ontribu
iones espurias irregulares

que puede haber lejos del pi
o prin
ipal

4) Es posible des
ribir las propiedades de la ven-

tana espe
tral (i.e. simetría y periodi
idad)

5) La desvia
ión sobre las fases que produ
e la ven-

tana espe
tral puede ser 
orregida fá
ilmente a

diferen
ia de lo que o
urre 
on el muestreo no

uniforme.

6) Normaliza
ión - este problema es solamente triv-

ial para un muestreo uniforme

7) La ventana no introdu
e 
orrela
iones entre fre-


uen
ias

8) Fun
ión de auto
orrela
ión - esta sólo se puede

determinar 
on un muestreo uniforme

9) Cara
teriza
ión de las propiedades lo
ales de la

fun
ión - esto sólo se puede ha
er 
uando la fun-


ión se puede re
onstruir de manera exa
ta, esto

es 
on un muestreo uniforme ade
uado.

Tabla 3.1: Propiedades de la ventana espe
tral de una serie 
on muestreo uniforme

respe
to a una serie 
on muestreo no uniforme

40



Capı́tulo 4

Té
ni
as de relleno de hue
os

�Sometimes it is ne
essary to extrapolate� Dr Brown rejoined testily,

�and even spe
ulate, based on minimal amount of data. You know yourself

that new s
ien
e is based on maximum likelihood rather than 
ertainty�

Rama II - Arthur C. Clarke

4.1 Métodos de Interpola
ión

En este apartado daremos una perspe
tiva general de los prin
ipales métodos de

interpola
ión para relleno de hue
os. Para desarrollar el argumento que nos ha llevado

a bus
ar un nuevo método de interpola
ión -la ne
esidad de re
onstruir la señal sin

usar hipótesis de base ni introdu
ir artefa
tos- dis
utiremos más a fondo 3 de estos

métodos: interpola
ión lineal, inpainting, y el método de Fahlman y Ulry
h.

Los métodos de relleno de hue
os 
oin
iden todos en su �nalidad, que es reem-

plazar los hue
os por predi

iones de los segmentos de datos 
orrespondientes de

forma que preserven el 
ontenido espe
tral de la serie. Además, todos ellos parten de

que todos los segmentos de datos inter
alados entre hue
os todos tienen un muestreo

uniforme. Además, éste suele ser el 
aso en las observa
iones astronómi
as, tanto

desde satélite 
omo desde tierra. Aunque las series temporales 
on hue
os se pueden


onsiderar un 
aso parti
ular de muestreo no-uniforme distinguiremos aquí entre se-

ries no-uniformemente espa
iadas y series 
on hue
os de�niendo a las primeras 
omo

aquellas 
uyo muestreo ti+1 − ti = ∆i varía de forma irregular para 
ada punto. Te-

niendo en 
uenta lo di
ho, en adelante ignoraremos este 
aso y 
onsideraremos sólo el


aso de series 
on hue
os para el estudio de los métodos de interpola
ión.
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4. TÉCNICAS DE RELLENO DE HUECOS

4.1.1 Interpola
ión lineal

Es el tipo de 
orre

ión que se ha apli
ado a los datos de nivel 2 de CoRoT (Samadi

et al., 2007). Como se men
ionó en el 
apítulo anterior, durante el paso por la

Anomalía Suratlánti
a (AS) los datos obtenidos se eliminan 
on lo que se pierden en

la mayoría de los 
asos en torno a un 10 % de los puntos. Los hue
os resultantes se

rellenan posteriormente durante la redu

ión de datos mediante interpola
ión lineal.

Si bien en algunos trabajos se ha optado por ha
er un análisis de fre
uen
ias

basado en la estima
ión del espe
tro de poten
ias de la serie 
on hue
os sin rellenar

(e.g. Mantegazza et al. 2012; Rauer et al. 2009; Gar
ía Hernández et al. 2013; en

su análisis de las estrellas HD 50870, CoRoT-5b, HD 174966, respe
tivamente), el

método de interpola
ión lineal es el pro
edimiento apli
ado en la mayoría de los 
asos

en que se trabaja 
on datos de CoRoT (e.g. Appour
haux et al. 2008; Benomar et al.

2009, Zwintz et al. 2011; Deheuvels et al. 2010; Gar
ía et al. 2009; en los análisis de

las estrellas HD 49933, V 588 Mon y V 589 Mon, HD 49385, HD 181906 respe
t.).

No obstante, este método es po
o 
oherente 
on la informa
ión de la señal y en 
ier-

tas situa
iones puede resultar problemáti
o, espe
ialmente 
uando hay 
omponentes

armóni
as de bajas fre
uen
ias 
omo en HD 175726 (Mosser et al., 2009). En este


aso se ha usado un algoritmo basado en wavelets (Hols
hneider et al., 1990) para la

re
onstru

ión de los hue
os. Sin embargo, los resultados (
f. �g. 3 en Mosser et al.

2009) muestran que sólo las bajas fre
uen
ias se re
uperan de manera ade
uada y, en

la prá
ti
a, este algoritmo propor
iona sólo una forma más so�sti
ada de ha
er una

interpola
ión polinómi
a que no es �el a la informa
ión 
ontenida en la señal. Otros

autores han optado por interpolar parabolas (Ballot et al., 2011), que es también otro

tipo de interpola
ión polinómi
a y sólo 
orrige bien las fre
uen
ias muy bajas.

En algunos 
asos se ha evaluado el 
oste de introdu
ir una interpola
ión lineal

(e.g. Gutiérrez-Soto et al. 2009; Neiner et al. 2009; Appour
haux et al. 2008; en los

análisis de las estrellas HD 175869, HD 181231, HD 49933 respe
t.) y en general,

en éstos se 
on
luye que el impa
to es mínimo para las fre
uen
ias bajas y sólo una

pequeña redu

ión de la amplitud de las altas fre
uen
ias en torno al 10%. Sin

embargo, si bien ésto es 
ierto en lo que respe
ta a las amplitudes de las 
omponentes

afe
tadas de la señal, no se tiene en 
uenta un efe
to de tipo estru
tural. Es de
ir, no

se ha 
onsiderado que la interpola
ión, además de afe
tar a las amplitudes, también

reper
ute sobre la forma de la ventana espe
tral y las fre
uen
ias espurias que apare
en

a 
ausa de ésta. De he
ho, el relleno de hue
os más simple, que 
onsiste en generar

un ve
tor de tiempos ti e insertar 
eros en los valores en que no hay medidas para

obtener un muestreo uniforme, da lugar a una serie 
uyo espe
tro es equivalente al que

resulta utilizando el periodograma Lomb-S
argle para analizar la serie 
on muestreo
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no-uniforme. Es de
ir, la redu

ión del efe
to de la ventana espe
tral es nula mediante

este método que puede 
onsiderarse un 
aso espe
ial de interpola
ión lineal.

Por otra parte, se puede 
omprobar que en la mayoría de los 
asos, la interpola
ión

lineal supone una mejora po
o signi�
ativa sobre el relleno 
on zeros y, a diferen
ia

de ese 
aso, tiene la 
ompli
a
ión añadida de que no es trivial hallar qué forma tiene

la fun
ión de la ventana espe
tral que 
onvolu
iona la señal.

Puesto que nos interesan los datos de la misión CoRoT y este es el método de

interpola
ión más utilizado en la literatura sobre estos datos, es el que estudiamos más

a fondo y que usamos 
omo referen
ia para 
omparar 
on el método de interpola
ión

ARMA en la � 5.1. Los efe
tos que produ
e este tipo de interpola
ión sobre el espe
tro

serán analizados 
on más detalle posteriormente.

4.1.2 Inpainting

Este método se ha implementado en el pipeline para el análisis de estrellas tipo solar

(Mathur et al., 2010), y es uno de los métodos más utilizado re
ientemente en la

literatura de CoRoT (Uytterhoeven et al. 2011, Mathur et al. 2010, Mathur et al.

2013), de ahí que le dediquemos una se

ión aparte.

El método de Inpainting forma parte de un tipo de té
ni
as 
ono
idas 
omo Análi-

sis de Componentes Morfológi
as (en inglés MCA; Elad et al. 2005) introdu
ido para

el relleno de agujeros en imágenes bidimensionales y se ha utilizado además de en

astrosismología, en el estudio de la deforma
ión del espa
io por lentes gravita
ionales

débiles (Pires et al., 2009), y en el estudio de las imágenes de la radia
ión 
ósmi
a

de mi
roondas (Star
k et al., 2013). Este método se basa en la existen
ia de un

di

ionario Φ en el que la representa
ión de los datos 
ompletos viene dada por una

matriz en la que la mayoría de los valores son 
ero o 
er
anos a 
ero (matriz dispersa),

y la representa
ión de los datos in
ompletos viene dada por una matriz no dispersa,

es de
ir, 
uyos valores son distintos de 
ero. Se trata, por tanto, de minimizar

minX ‖ΦTX‖1 sujeto a

∑

i

(

Y −MX
)2 ≤ σ

donde X es la serie 
ompleta, Y es la serie observada, M es la ventana (Mi = 1

para los datos válidos, y Mi = 0 para los hue
os) y σ es la desvia
ión estándar. Este

método 
onsiste en re
uperar X 
ono
idos Y, M. Para ello, en el 
aso que nos o
upa,

se utiliza un di

ionario basado en Transformadas de Coseno Dis
retas (TCD), que

son transformadas rela
ionadas 
on la de transformada de Fourier. Previamente se

usa una des
omposi
ión wavelet para determinar el rango de fre
uen
ias que se puede

interpolar en 
ada hue
o variando el tamaño de la TCD lo
al en rela
ión 
on las
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distintas es
alas de los hue
os presentes en la serie, esto es lo que se 
ono
e 
omo una

Transformada de Coseno Dis
reta Multies
ala.

En de�nitiva, el método de Inpainting interpola la informa
ión perdida usando

una informa
ión a priori, que en este 
aso se trata de que la matriz que representa

la señal sea una matriz dispersa 
on el di

ionario Φ basado en transformadas TCD.

Así pues, este método des
ribe los datos en los hue
os gra
ias a una extrapola
ión

basada en el 
ontenido en fre
uen
ias derivado de la TCD.

La informa
ión a priori 
onsiste en la hipótesis de partida de que la serie se puede

ajustar 
on determinadas fun
iones de forma 
errada, pero además lleva otras pre-

sun
iones sobre los datos 
omo la analiti
idad de la fun
ión que des
ribe a los datos,

o di
ho de forma aproximada, que la fun
ión sea suave. Por otro lado, los resultados

del artí
ulo, Sato et al. 2010, en el que se introdu
e éste método para la 
orre

ión de

series en astrosismología, muestran que este método no reprodu
e de forma sensible

las altas fre
uen
ias.

4.1.3 El método de Fahlman y Ulry
h (MFU)

Se publi
ó en 1982 por Fahlman and Ulry
h (1982) y se basa en el método de esti-

ma
ión espe
tral de Máxima Entropía (ME), introdu
ido por J. P. Burg en su tesis

do
toral 7 años antes (Burg, 1975). La idea detrás del método de análisis espe
tral

ME es extrapolar la fun
ión de auto
orrela
ión de tal modo que la entropía de la

fun
ión densidad de probabilidad 
orrespondiente sea maximizada en 
ada paso de

la extrapola
ión. Esto se tradu
e en un prin
ipio de mínimo 
ompromiso 
on la in-

forma
ión no disponible, lo que se satisfa
e no ha
iendo hipótesis alguna sobre los

segmentos de la serie que no se han observado. Así pues, este prin
ipio resulta ser

el más solidario 
on el 
riterio de 
orre

ión 
ientí�
a que hemos de�nido en la parte

2.3. Es por ello que el método que introdu
iremos para el relleno de hue
os presenta

una 
ierta analogía 
on éste. El método ME está intrínse
amente rela
ionado 
on los

modelos autoregresivos y es esta rela
ión en la que Fahlman y Ulry
h se basan para

el relleno de hue
os de series temporales.

El algoritmo 
onsiste en ajustar un modelo autoregresivo (ver def. en la siguiente

se

ión) de forma global a los datos disponibles y realizar una predi

ión de este

modelo sobre los hue
os. Cada hue
o se rellena de forma independiente a partir de

los datos que lo pre
eden y que le siguen. El pro
edimiento es iterativo de modo

que tras rellenar todos los hue
os se ajusta un nuevo modelo 
on los datos originales

más la predi

ión y se repite el pro
eso itera
ión tras itera
ión hasta que el error de

predi

ión al
an
e un valor mínimo.
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Este método se ha usado en diversas o
asiones de forma bastante exitosa (i.e. Pa-

paro and Kova
s 1984, Salakhutdinova 1998, Korzennik et al. 2013). En S
hwarzenberg-

Czerny (1987) se prueba la superioridad del método de estima
ión espe
tral ME sobre

las té
ni
as de Fourier. En Carbonell et al. (1992) este método se 
ompara 
on distin-

tas té
ni
as para la estima
ión espe
tral de series 
on hue
os y se en
uentra que es el

método más e�
iente re
uperando el espe
tro original de la serie sin hue
os salvo en

el 
aso en que estos estén distribuidos de manera irregular. En este 
aso el algoritmo

CLEAN introdu
ido por Högbom (1974) fun
iona igual o mejor que el MFU. En el


aso que nos o
upa, fundamentalmente los datos de CoRoT, los hue
os se repiten de

manera bastante regular de modo que es de esperar que el MFU fun
ione mejor.

El MFU no es sólo para el relleno de hue
os sino que propor
iona también una

estima
ión espe
tral distinta a la de los métodos de Fourier y 
on mejor resolu
ión

espe
tral. Como estimador espe
tral tiene también la ventaja de que no requiere

ha
er ningún pre-whitening y que se puede apli
ar in
luso en los 
asos en los que la

señal sea 
uasiperiódi
a o no sea armóni
a.

Uno de los supuestos de este método es que los datos observados des
riben un

pro
eso esta
ionario 
on un ruido blan
o de distribu
ión gausiana. La esta
ionaridad

del pro
eso está implí
ita en el he
ho de que 
ada segmento de datos tiene el mismo


ontenido espe
tral y lo mismo para segmentos no observados, es de
ir, los hue
os.

Así pues, se utiliza un úni
o pro
eso de un orden determinado para modelar todos los

datos disponibles. El orden máximo está restringido por el tamaño del segmento de

datos más 
orto. Esto supone una limita
ión bastante seria ya que de haber segmentos

de 
orta dura
ión entre hue
os el orden máximo podría ser insu�
iente para modelar

toda la serie de forma ade
uada. De he
ho, en general se ne
esitan modelos 
on

un orden bastante alto para representar los pro
esos 
on un número 
onsiderable de


omponentes armóni
as. Por otro lado, la presen
ia de ruido limita la pre
isión en

las amplitudes de las 
omponentes armóni
as pero, 
omo hemos di
ho, se presupone

ruido blan
o además, y de no ser así esto podría afe
tar en gran medida a otros

aspe
tos del análisis.

Otro problema que surge en la prá
ti
a es que no existe un 
riterio objetivo para

hallar la bondad del ajuste de un modelo AR, y esto afe
ta a la ele

ión del orden

del modelo y al número de itera
iones ne
esarias para �nalizar el pro
edimiento, de

modo que no se pueden �jar de manera rigurosa.

4.1.4 Otros métodos

Los métodos anteriores fun
ionan bien para series 
on una 
obertura de datos por

en
ima del 50% del periodo de observa
ión y una razón señal-ruido su�
iente. En

la literatura se en
uentran otros métodos que fun
ionan mejor en 
asos extremos en
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que los que la 
obertura es menor, sin embargo, todos ellos fun
ionan en situa
iones

parti
ulares (véase e.g. el método de músi
a repetitiva de Fossat et al. 1999 para los

datos de SoHO).

En Brown and Christensen-Dalsgaard (1990) se a�rma que el MFU no es apropiado

para el espe
tro de las os
ila
iones solares (tampo
o lo sería para estrellas tipo-solar)

dado que es un espe
tro muy 
omplejo y se requieren modelos de orden muy alto

para modelar los pro
esos armóni
os involu
rados. Para solventar los problemas que

surgen de ahí introdu
en un MFU modi�
ado en el que se ha
e uso de un �ltro paso-

banda que redu
e la 
omplejidad de la serie temporal, i.e. número de fre
uen
ias de

la señal. Esta versión modi�
ada se ha venido utilizando desde enton
es (Anderson,

1993; Toner et al., 1999), sin embargo, los problemas 
omputa
ionales señalados en

Brown and Christensen-Dalsgaard (1990) no son hoy en día un gran obstá
ulo. Sí

que podría serlo el he
ho de no tener su�
ientes puntos para ajustar el modelo AR si

el orden óptimo fuese demasiado alto. No obstante, en di
ho trabajo se sobreestima

el número de 
oe�
ientes ne
esarios pues se a�rma que para ajustar una 
omponente

sinusoidal de la 
urva de luz se ne
esitan media do
ena de 
oe�
ientes, y 
omo se verá

más adelante basta 
on un modelo AR(2). Por otro lado, el número de 
oe�
ientes

puede aumentar sin tener que ha
er uso de más puntos si en lugar de usar modelos

AR se usan modelos ARMA 
omo es nuestro 
aso. Esa es, de he
ho, una de las

prin
ipales ventajas del método que se expondrá a 
ontinua
ión. Puede demostrarse,

además, que la idea de que sea ne
esario un gran número de 
oe�
ientes para ajustar

la 
urva de luz de las os
ila
iones solares dado el número de fre
uen
ias dete
tadas

en el análisis de Fourier, es una suposi
ión errónea.

El método de interpola
ión ARMA que introdu
iremos solventa algunas de las


ompli
a
iones de los métodos que hemos 
omentado anteriormente pero éste se ha

diseñado para trabajar 
on los datos de los satélites CoRoT y Kepler, 
uyas series no

tienen las mismas interrup
iones que desde tierra. De modo que el método ARMA no

está orientado a rellenar hue
os grandes ni observa
iones 
on una es
asa 
obertura de

datos, sino que más bien este método tiene 
omo objetivo reprodu
ir la señal en los

hue
os sin ha
er uso de fun
iones de forma 
errada. De este modo se evitan posibles

in
oheren
ias originadas por las pre
on
ep
iones sobre la señal.

El método de interpola
ión ARMA 
umple las siguientes 
ara
terísti
as:

� No requiere esta
ionaridad ya que el análisis es lo
al.

� Es más e�
iente, ya que los modelos ARMA 
onvergen más rápidamente.

� Si el orden AR es n el número de parámetros puede aumentar hasta 2n sin

ne
esidad de ha
er uso de un mayor número de puntos.
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� Puede modelar una serie 
on ruido 
oloreado además del ruido blan
o.

� Puede in
luso, modelar una serie que provenga de una fun
ión no diferen
iable.

� No requiere ninguna informa
ión a priori sobre el tipo de fun
ión que modela.

4.2 Modelos autoregresivos

Los modelos autoregresivos son una representa
ión paramétri
a de las serie de datos

que da 
uenta de la auto
orrela
ión de la serie en forma de ley re
ursiva. Así,

siendo una representa
ión tan general puede ser utilizada en la mayoría de los 
asos

sin restri

iones signi�
ativas. El modelo autoregresivo más sen
illo fue introdu
ido


omo representa
ión dis
reta de una señal armóni
a perturbada (Yule, 1927). Así, la

e
ua
ión diferen
ial del os
ilador armóni
o amortiguado ex
itado esto
ásti
asmente

ẍ(t) = −ηẋ(t) + ω2x(t) + ǫ(t)

donde η es el amortiguamiento, ǫ es el término de ex
ita
ión y ω es la fre
uen
ia

de la os
ila
ión, puede ser dis
retizado mediante un pro
eso AR de segundo orden tal


omo este:

xn = a1xn−1 + a2xn−2 + ǫn (4.1)

En este 
aso el problema se resuelve fá
ilmente dando lugar a estas expresiones

para los 
oe�
ientes:

a1 = 2e−1/τ cos(ω) a2 = −e−2/τ

donde τ es el tiempo de amortiguamiento de la os
ila
ión (Roth and Zhugzhda,

2010). Para una serie temporal originada en una observa
ión de una estrella pulsante

multiperiódi
a 
omo el Sol 
on M 
omponentes armóni
as, se podría hallar una repre-

senta
ión general en forma de un pro
eso AR simplemente sumando las M e
ua
iones

de los pro
esos autoregresivos individuales. Así pues, un pro
eso AR puede modelar

os
ila
iones esto
ásti
as, es de
ir, del tipo que en
ontramos en el Sol, pero también

se pueden modelar otros fenómenos. De he
ho, los pro
esos AR son modelos muy

generales que pueden usarse para modelar 
asi 
ualquier tipo de varia
ión. Sin em-

bargo, el uso y la 
omprensión de los pro
esos autoregresivos a menudo se ha limitado

a otros dominios de la 
ien
ia distintos a la astrofísi
a por diversas pre
on
ep
iones

equivo
adas sobre esta té
ni
a. Una de las pre
on
ep
iones sobre este tipo de modelos

es que sólo pueden utilizarse para modelar pro
esos esto
ásti
os pero esa idea debe

ser abandonada en base al modelo general de serie temporal que propone el Teor. de

47



4. TÉCNICAS DE RELLENO DE HUECOS

des
omposi
ión de Wold (1938). Este teorema di
e que 
ualquier pro
eso esto
ásti
o

esta
ionario permite la des
omposi
ión:

xn = un + vn

donde:

� vn es un pro
eso determinista

� un es un pro
eso no-determinista 
on una distribu
ión espe
tral absolutamente


ontinua

un y vn son esta
ionarios y no están 
orrelados entre ellos. Esta des
omposi
ión


oin
ide 
on el modelo base que se utiliza para 
ualquier análisis de una observa
ión,

pues en ésta siempre hay una 
omponente determinista, que es la que se trata de

analizar, y una 
omponente aleatoria o puramente esto
ásti
a debido a ruido o errores

en la medida. De modo que, puesto que en ningún 
aso se obtiene una serie pura-

mente determinista, según este teorema siempre podemos 
onsiderar que las series

observadas son esto
ásti
as, independientemente de que estas 
ontengan una 
om-

ponente determinista o no. Algunos autores en astrosismología 
onsideran, aunque


on una notable desvia
ión, que solamente son esto
ásti
as las series que pro
eden de

os
ila
iones ex
itadas de manera esto
ásti
a, 
omo es 
aso de las estrellas pulsantes

de tipo solar. En este sentido, los modelos AR, que se utilizan para modelar fenó-

menos esto
ásti
os, se pueden utilizar también para fenómenos 
on una 
omponente

determinista.

Por otro lado, también se ha 
onsiderado a menudo que la de�ni
ión paramétri
a

del modelo supone una restri

ión al tipo de serie representable, y se des
ono
e a

priori si los datos 
umplen las 
ondi
iones para ser modelados de esa forma (Stoi
a

et al., 2000). No obstante, 
omo hemos visto, propor
ionan una representa
ión muy

general y su uso solamente está limitado por la esta
ionaridad de la señal. En el 
aso

de os
ila
iones 
on una fuerte modula
ión temporal, por ejemplo, los 
oe�
ientes del

modelo autoregresivo variarían 
on el tiempo y sería ne
esario ha
er uso de modelos

más 
omplejos.

Los pro
esos AR se pueden generalizar, 
omo veremos. La 
omponente no-

determinista un en la e
ua
ión anterior se puede representar 
omo un pro
eso de

media móvil (MA, del inglés Moving Average):

un =

q
∑

k=0

bken−k, b0 = 1 (4.2)
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donde en son términos de una variable aleatoria no 
orrelada, 
on las propiedades

E[en] = 0, E[e2n], es de
ir ruido blan
o. En este 
aso hemos utilizado un modelo MA

de orden q para representar el pro
eso un. La opera
ión que apare
e en la e
ua
ión

anterior se puede des
ribir mediante un operador B de retro
eso, que 
ambia en en

en−1. Invirtiendo ese operador se obtiene una representa
ión a través de un pro
eso

AR que es equivalente al modelo MA. Es de
ir, un modelo AR es siempre equivalente

a un modelo MA siempre que sea invertible. Pero in
luso en los 
asos en que el

pro
eso en 
uestión no sea invertible se puede en
ontrar un modelo equivalente que

sí lo sea (Ulry
h and Clayton, 1976). La ventaja de es
ribir un pro
eso MA en forma

de pro
eso AR es que es mu
ho más sen
illo determinar los parámetros del modelo

AR.

De la misma forma que un pro
eso MA se puede invertir y transformar en un

AR, también es posible hallar modelos mixtos ARMA, que tienen 
omponentes AR y


omponentes MA tal 
omo

xn =

p
∑

k=1

akxn−k +

q
∑

k=1

bken−k (4.3)

Un modelo ARMA es similar a un modelo AR pero asume un ruido. A diferen
ia

del modelo AR, la 
omponente MA del modelo ARMA ha
e posible modelar los 
eros

que apare
en debido al ruido observado. Ya que todas las series que en
ontramos

tienen una 
omponente de ruido en mayor o menor amplitud, el modelo ARMA da


ierta ventaja pese a que añade 
ierta 
omplejidad al modelado. Parti
ularmente se

ha en
ontrado que las estima
iones del espe
tro que pueden obtenerse usando modelos

ARMA para representar fun
iones sinusoidales 
on ruido aditivo son superiores a las

que dan los modelos AR (Ulry
h and Ooe, 1979).

Uno de los motivos 
entrales de la relevan
ia de los modelos autoregresivos es su


orresponden
ia 
on el método de estima
ión espe
tral de Máxima Entropía (ME) de

Burg (1975). Esto supone que se 
umple el prin
ipio del mínimo 
ompromiso 
on la

informa
ión no disponible.

Los modelos autoregresivos resultan muy útiles para ha
er predi

ión pero la

predi

ión de largo al
an
e pierde 
oheren
ia y su amplitud de
ae rápidamente. Por

tanto, sus ventajas son aprove
hables para el relleno de hue
os de tamaño 
orto y

mediano. Se han propuesto varia
iones para subsanar este problema (p.ej. Esquef

et al. 2003; Esquef and Bis
ainho 2006) pero éstas no 
umplen tan bien el prin
ipio

de mínimo 
ompromiso 
on la informa
ión no disponible y en nuestro 
aso no es ne
e-

sario ha
er uso de ellos ya que los hue
os de CoRoT y Kepler no tienen un tamaño

muy grande.
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En general AR, MA, y ARMA son modelos autoregresivos que pertene
en a una


lase más general 
ono
ida 
omo ARIMA donde la I se re�ere a un ter
er término

integral que permite ajustar 
ierta no-esta
ionaridad en las series. Aquí no tenemos

en 
uenta los modelos ARIMA puesto que en las observa
iones de CoRoT y Kepler

la no-esta
ionaridad no es signi�
ativa para el relleno de hue
os, ya que éstos son de

una es
ala mu
ho menor que la de las varia
iones esta
ionales.

4.3 El Método de Interpola
ión ARMA

El pro
edimiento para el relleno de hue
os que usamos aquí (Pas
ual-Granado et al.,

2012) es similar al de Fahlman y Ulry
h pero usamos modelos ARMA en lugar de AR,

y en lugar de utilizar un úni
o modelo global ajustado mediante todos los segmentos

de datos disponibles, nosotros hallamos modelos lo
ales a partir de los segmentos

de datos en torno a 
ada hue
o. Esto permite reprodu
ir las varia
iones pequeñas

de la serie, admite 
ambios esta
ionales en la señal, y mantiene mejor la 
oheren
ia

temporal, 
on lo 
ual solventamos de una vez todos los problemas que puede a
ha
arse

a los modelos autoregresivos.

La aproxima
ión lo
al se ha usado anteriormente en Roques et al. (2000), sin

embargo, allí usaron modelos AR, que pueden requerir un gran número de términos y

el modelo que se usa enton
es es solamente una aproxima
ión. Además, la forma de

obtener el orden del modelo que se usa Roques es heurísti
a, es de
ir, se �ja el orden

entre 1/3 y 1/2 del tamaño medio de los segmentos de datos 
ontiguos a los hue
os.

Este método no utiliza la informa
ión presente en la serie y nosotros desarrollamos

un 
riterio para la ele

ión del orden basado en propiedades estadísti
as de los datos

a estudiar.

El 
ódigo para la implementa
ión del Método de Interpola
ión ARMA (MIARMA)

se ha programado en el Entorno de Desarrollo Integrado de la herramienta de software

matemáti
o MATLAB.

Para la des
rip
ión del método seguiremos aquí una nota
ión similar a la que se

usa en Fahlman and Ulry
h (1982). Si la serie observada es xn 
on n ∈ (1, N), de
imos

que hay S segmentos de datos 
on muestreo uniforme 
on el índi
e n ∈ (Ms + 1, Ns)

siendo s ∈ (1, S), y M1 = 0, NS = N . Por otro lado, los S − 1 hue
os tienen 
omo

índi
es n ∈ (Ns + 1,Ms+1) 
on s ∈ (1, S − 1).

4.3.1 Criterio para la ele

ión del orden

Para ajustar modelos a los segmentos de datos el primer paso es la ele

ión del or-

den, es de
ir, el número de términos autoregresivos (p) y el número de términos de

media móvil (q), dando lugar a un modelo ARMA(p,q) tal y 
omo se muestra en la
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Eq. 4.3. La determina
ión de los órdenes es 
ru
ial para que la representa
ión sea


orre
ta puesto que del orden depende si el modelo puede ajustar todos los detalles

de la serie o no. Valores demasiado pequeños del orden dan modelos 
on insu�
iente

resolu
ión espe
tral, mientras que valores demasiado altos dan lugar a situa
iones de

inestabilidad y a la apari
ión de detalles espúreos.

El Criterio de Informa
ión de Akaike (1974) da una medida de la 
alidad de un

modelo en rela
ión a un segmento de datos determinado. Esto permite sele

ionar

el orden más ade
uado para el segmento de datos modelado. El 
riterio se basa

en maximizar la fun
ión de verosimilitud de los parámetros, o lo que es lo mismo

minimizar el error 
uadráti
o medio de la predi

ión (Ulry
h and Ooe, 1979). El

parámetro AIC dado se de�ne 
omo

AIC = N · log V + 2 · d

donde V es la suma de los 
uadrados de los residuos de un modelo dado, d es el

número de parámetros del modelo (para un pro
eso ARMA sería d = p+ q, siendo p

el orden AR y q el orden MA) y N el número de datos modelados. Para obtener V

se debe realizar el ajuste del modelo ARMA(p,q) 
ada vez mediante el pro
edimiento

que se des
ribirá en la próxima se

ión.

De a
uerdo a la teoría de Akaike el modelo óptimo es el que da el menor valor del


oe�
iente AIC. Por tanto, el 
riterio 
onsiste en 
omputar el 
oe�
iente AIC para un


onjunto de modelos 
on distintos ordenes p y q, y es
oger aquellos para los 
uales se

minimi
e este valor.

En Ulry
h and Clayton (1976) se a�rma que el modelo ARMA(p,p) es la rep-

resenta
ión más parsimoniosa (i.e. que requiere el mínimo número de 
oe�
ientes -

S
argle) de un pro
eso armóni
o 
on ruido blan
o gausiano, de modo que para mode-

lar este tipo de pro
esos tiene sentido sele

ionar modelos ARMA 
on el mismo orden

para la parte AR que para la parte MA. No obstante, puesto que en nuestro 
aso

queremos mantener la generalidad y no introdu
ir ninguna hipótesis ad ho
 sobre el

tipo de pro
eso que se observa, iteramos el algoritmo sobre todos las 
ombina
iones

p y q posibles dentro de unos límites prede�nidos para hallar el valor AIC óptimo.

Para ha
er una estima
ión del rango sobre el que se deben iterar los órdenes p y q en

(Ulry
h and Ooe, 1979; Ková
s, 1983) se propone una regla empíri
a que restringe el

orden p del modelo óptimo al rango

N/3 − 1 ≤ p ≤ N/2 − 1

Por otro lado, el orden q en el 
aso de modelos ARMA se evaluaría en el rango

(0, p) ≡ (0, N/2 − 1). De este modo, para un segmento de datos de tamaño N = 20

el rango de órdenes (p, q) obtenido sería (redondeando) desde el (6, 0) hasta el (9, 9),
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es de
ir, un total de 40 modelos ARMA serían evaluados. Esta regla propor
iona

un método prá
ti
o para elegir el 
onjunto de órdenes (p, q) sobre los que evaluar

el modelo ARMA, sin embargo, para series de datos 
on N muy grande el 
oste


omputa
ional es demasiado alto y, dada la falta de rigor matemáti
o del método,

es preferible utilizar alguna informa
ión a priori para elegir el rango más ade
uado.

En nuestro 
aso, dado que el tamaño medio de los hue
os que quedan al eliminar los

datos inválidos de las 
urvas de luz de CoRoT es de ∼ 20 puntos exploramos todos

las 
ombina
iones posibles de p y q hasta el orden (60, 60). No obstante, un rango

diferente se puede introdu
ir 
omo entrada de la subrutina de estima
ión del orden

(armaord.m).

Existen mu
hos otros 
riterios de sele

ión del orden en la literatura 
omo el

Criterio de Akaike 
orregido (AIC
), el Criterio de Informa
ión Bayesiana (BIC), el

Error de Predi

ión Final (FPE), o el Criterio de Hannan-Quinn (HQ). Al igual que


on el AIC, el parámetro a evaluar 
orrespondiente a 
ada uno de ellos se 
ompone

de 2 términos: el primero (N log V en el 
aso de AIC o AIC
) 
ara
teriza la tasa

de entropía o error de predi

ión del modelo; el segundo 
ara
teriza el número de

parámetros libres usados en el modelo. Minimizando los 2 términos se asegura que el

modelo sea parsimonioso y por tanto no se produ
e over�tting, y se garantiza que el

ajuste de los datos sea óptimo. Lo que diferen
ia a 
ada uno de estos modelos es el

segundo término, en el que se pesa de diferente manera el número de parámetros d. El

Criterio de Akaike introdu
e una penaliza
ión sobre modelos 
on d muy grande que

es menor que la de los demás 
riterios. Esto no supone ningún problema en nuestro


aso ya que nos restringimos a rangos de d que no son muy grandes. Por otra parte,

el Criterio de Akaike es un 
riterio que se deriva de 
onsidera
iones puramente físi
as,

de he
ho, Akaike denominó originalmente a esta aproxima
ión el Prin
ipio de Máxima

Entropía ya que es equivalente a maximizar la entropía de un sistema termodinámi
o.

Es por ello que preferimos utilizar este 
riterio en lugar de los otros.

Finalmente, el uso de este 
riterio garantiza en
ontrar el órden óptimo para el

modelo ARMA de una serie de datos �nita 
on una rela
ión señal-ruido determinada.

Estas propiedades de la serie 
on�guran el modelo ARMA óptimo, no obstante, la rep-

resenta
ión ARMA del pro
eso físi
o en 
ondi
iones ideales puede tener unos órdenes

y unos 
oe�
ientes distintos. En 
ualquier 
aso, el Prin
ipio de Máxima Entropía

garantiza que se está usando toda la informa
ión disponible y por tanto se está ha-

llando la mejor aproxima
ión del pro
eso que puede hallarse a partir de los datos

disponibles. Esto es 
onsistente 
on el Criterio de Corre

ión Cientí�
a que hemos

introdu
ido en la primera parte de la memoria.

52



4.3 El Método de Interpola
ión ARMA

4.3.2 Determina
ión de los 
oe�
ientes del modelo

El ajuste del modelo ARMA requiere determinar los 
oe�
ientes ak, bk que apare
en

en la Eq. 4.3. Para determinar los parámetros de un modelo AR se puede utilizar

un ajuste de mínimos 
uadrados, el método de momentos o métodos Monte Carlo

de Cadenas de Markov. Los 
oe�
ientes del modelo ARMA pueden obtenerse de

igual manera pero es ne
esario, además, un pro
edimiento iterativo para obtener

los 
oe�
ientes de la parte MA. La subrutina armaint.m usa un algoritmo iterativo


ono
ido 
omo Steiglitz and M
Bride (1965). Este algoritmo trata de minimizar el

error 
uadráti
o

mina,b

∞
∑

n=0

|x(n)− h(n)|2 (4.4)

donde h(n) es la respuesta a impulso del �ltro de�nido por b(z)/a(z). El algoritmo


omprueba que los 
oe�
ientes 
onverjan después de un número de itera
iones pre-

de�nido. Dado que en lugar de minimizar el error de predi

ión o el error dado por una

e
ua
ión arbitraria 
omo ha
en otros métodos de predi

ión lineal, lo que minimiza

este algoritmo es el error entre la serie, dada 
omo respuesta a impulso de un �ltro,

y la propia respuesta a impulso que da el modelo, el método de Steiglitz-M
Bride da

resultados 
onsiderablemente mejores.

Entre el gran número de algoritmos presentes en la literatura para la determi-

na
ión de los 
oe�
ientes en modelos lineales existen algoritmos que resultan ser muy

e�
ientes 
omputa
ionalmente ha
iendo uso de una TFD (S
argle, 1981), sin em-

bargo, se ha es
ogido el algoritmo de Steiglitz-M
Bride, además de por su óptimo

rendimiento, para evitar el uso de transformadas de Fourier ya que requieren unas


ondi
iones que, 
omo se verá en la ter
era parte de la memoria, no pueden darse por

sentadas de partida. De este modo, el 
onjunto de fun
iones que pueden ser mode-

ladas es mayor. La prin
ipal 
ríti
a que tiene este algoritmo es que sólo asume ruido

blan
o y de haber ruido 
oloreado trata este 
omo si fuera ruido blan
o. Esto podría

afe
tar a la determina
ión de los 
oe�
ientes del modelo si lo que se trata es de ex
luir

toda 
omponente espe
tral que de
ae 
on una ley de poten
ias en fre
uen
ias. Nue-

stro punto de partida es que todo aquello que no es ruido blan
o 
ontiene informa
ión

y por tanto debe ser analizado, de modo que el algoritmo de Steiglitz-M
Bride sirve

nuestros propósitos de forma 
orre
ta. Por otra parte, en las pruebas que presentamos

aquí 
omparamos los resultados obtenidos 
on este métodos 
on los que se obtienen

ha
iendo uso de otro método que sí que puede ajustar el ruido 
oloreado, este es el

método de Prony (Parks and Burrus, 1987).
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4.3.3 Pro
edimiento de relleno

Para interpolar sobre el hue
o el programa utiliza la subrutina armafill.m, que lleva

a 
abo el pro
edimiento ha
iendo un promedio pesado entre la predi

ión hallada a

partir del modelo del segmento de datos anterior al hue
o y la predi

ión hallada a

partir del modelo del segmento de datos posterior al hue
o. De este modo

xn = xfnw
f
n + xbnw

b
n,

wf
n = 1− wb

n = w.k, k ∈ (1, lg) (4.5)

w =
1

1 + lg

siendo xfn, xbn las predi

iones por la izquierda y por la dere
ha, wf
n, wb

n los pesos

que se apli
an a di
has predi

iones respe
tivamente, y lg el tamaño del hue
o.

El método �ja un límite en el tamaño del hue
o que puede rellenar, si este es mayor

que el límite enton
es itera el pro
eso retroalimentando las propias predi

iones 
omo

datos para ha
er la siguiente predi

ión de modo que se 
ubra todo el hue
o a pesar

del tamaño. Este límite debe ajustarse experimentalmente. Esto es algo fá
il de

ha
er ya que la predi

ión empieza a perder la 
oheren
ia a partir de 
ierto valor y

la amplitud 
ae 
onsiderablemente. Esto, más allá de ser un handi
ap del método

puede interpretarse 
omo una situa
ión ventajosa ya que, a diferen
ia de otras té
ni
as

que predi
en valores independientemente de la fase, la pérdida de 
oheren
ia en este

método asegura que sólo se predi
e la señal hasta donde se puede prede
ir su fase, de

modo que puede 
ortarse la interpola
ión más allá de ese punto e iterar el algoritmo

para seguir interpolando.

4.3.4 Flujo de datos

Des
ribimos aquí el �ujo de trabajo 
on los ar
hivos de datos de CoRoT. Nótese que

hay unas restri

iones en 
uanto al tamaño del hue
o en rela
ión al tamaño de los

segmentos de datos que se usan para llevar a 
abo la predi

ión. Esto debe ser así en

todos los métodos de predi

ión ya que, en de�nitiva, no se pueden ha
er predi

iones

de forma segura si no se imponen 
iertas restri

iones.

1. Las subrutinas lin
orr.m y sing.m toman el ve
tor de status de los datos de

CoRoT de nivel 2 y realizan 
orre

iones de forma que los segmentos de datos

que se usarán posteriormente sean su�
ientemente signi�
ativos. De este modo

se evitan errores en la interpola
ión por falta de datos. Por la misma razón se

evita la interpola
ión en los extremos de la serie de datos.
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2. indgap.m determina los índi
es de los hue
os 
ontenidos en la serie basándose

en el status 
orregido de los datos. Se alma
enan las posi
iones de los hue
os

n ∈ (Nq + 1,Mq+1).

3. Se determina el orden (p, q) óptimo para el modelo mediante la subrutina

armaord.m

4. armafill.m sele

iona los segmentos de datos lo
ales que rodean el hue
o q, es

de
ir, (Mq +1, Nq) y (Mq+1+1, Nq+1), 
al
ula las predi

iones por la izquierda

y por la dere
ha en el hue
o, y halla una predi

ión promedio utilizando una

serie de pesos wi que de
aen 
on el inverso de la distan
ia.

5. Se repite el paso anterior para 
ada hue
o introdu
iendo las predi

iones 
al-


uladas y se vuelve al paso 2 al �nalizar para hallar los nuevos índi
es de los

hue
os no interpolados en la itera
ión anterior.

6. Si vuelven a quedar los mismos hue
os después de iterar desde el paso 2, se

vuelve al paso 1 y se re
onstruyen los índi
es de nuevo para poder rellenar

nuevos hue
os.

7. El algoritmo �naliza 
uando no quedan hue
os por rellenar o 
uando las restri
-


iones que se imponen para realizar la interpola
ión no permiten rellenar más

hue
os.
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Capı́tulo 5

Resultados: series sintéti
as y


urvas de luz de CoRoT

�...it follows that every movement in nature must be rhythmi
al...It is borne out in

everything

we per
eive�in the movement of a planet, in the surging and ebbing of the tide, in the

reverberations of the air, the swinging of a pendulum, the os
illations of an ele
tri
 
urrent,

and in the in�nitely varied phenomena of organi
 life. Does not the whole of human life

attest

to it? Birth, growth, old age, and death of an individual, family, ra
e, or nation, what is it

all but a rhythm? All life manifestation, then, even in its most intri
ate form, as exempli�ed

in man, however involved and ins
rutable, is only a movement, to whi
h the same general

laws of movement whi
h govern throughout the physi
al universe must be appli
able.�

Nikola Tesla

5.1 Tests del método mediante simula
iones numéri
as

En esta se

ión realizamos los tests del método de interpola
ión sobre series sintéti
as

generadas a partir de distintos tipos de modelos según el tipo de fun
ión base que se

utiliza en 
ada 
aso: fun
ión periódi
a sinusoidal 
on distintos rangos de fre
uen
ias

- por de�ni
ión analíti
as, y fun
ión que es por 
onstru

ión no-analíti
a. El primer

tipo es el modelo estándar que se supone usualmente 
uando se re
onstruye la señal

debida a pulsa
iones estelares. Para la evalua
ión de los resultados se realiza un análi-

sis de fre
uen
ias 
on un nuevo 
ódigo desarrollado (ver apli
a
iones de este 
ódigo

en Uytterhoeven et al. 2011; Pas
ual-Granado et al. 2013) que pretende ser 
oherente


on el 
riterio objetivo en el que nos basamos y es, además, 
omputa
ionalmente más

e�
iente que otros 
ódigos usados habitualmente en la literatura de astrosismología

(Reegen 2007; Lenz and Breger 2005). Este 
ódigo se des
ribe en los Apéndi
es (ver

Apéndi
e A).
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5.1.1 Fun
ión periódi
a sinusoidal

El modelo usado en este 
aso es una suma de 2 términos: el primero, ǫ(t), que


orresponde a un ruido, y el segundo 
orresponde a la señal sinusoidal. La primera


omponente se suele 
onsiderar generalmente ruido blan
o 
on distribu
ión gausiana

pero aquí probaremos que el método de interpola
ión ARMA no es sensible al tipo

de ruido ya que es 
apaz de modelar las varia
iones del ruido 
oloreado también. Por

otro lado, la 
omponente de señal puede representarse 
omo:

X(t) =

nf
∑

n=1

An cos(2πfnt+ φn) (5.1)

donde nf es el número de 
omponentes sinusoidales de la señal, y An, fn, φn repre-

sentan la amplitud, fre
uen
ia, y fase de la 
omponente enésima de la señal.

En los dos primeros tests, 
uyos resultados presentamos más abajo, analizamos la

respuesta del método según el rango de fre
uen
ias 
onsiderado. Para ello elegimos

nf = 3 para simpli�
ar la evalua
ión de los resultados. Posteriormente, en el ter
er

test, analizamos un modelo de una 
urva de luz de una estrella 
on un elevado número

de fre
uen
ias de pulsa
ión.

Para el análisis utilizamos una dis
retiza
ión del modelo presentado arriba 
on

un tiempo de muestreo ∆t = 32 s, que se 
orresponde 
on las 32 integra
iones de

1 segundo que realiza CoRoT para el seismo
ampo; el tiempo de observa
ión es de

T= 30 días, que es aproximadamente la dura
ión de un Short-Run, lo que ha
e una

serie de N= 81000 puntos.

Por otra parte, para generar los hue
os en la serie utilizamos la ventana del LR
02

de CoRoT tomando los 30 días 
entrales de la serie (ver Fig. 5.1). Puede apre
iarse

la regularidad de los valores distintos de 
ero 
orrespondientes en su mayor parte

al paso por la Anomalía Suratlánti
a, que está identi�
ado 
on los valores 12 y 4

del status según que las medidas hayan sido interpoladas o no 
on el método de

interpola
ión lineal que in
orpora el pipeline de CoRoT a los datos de nivel 2. En

total se han eliminado 7614 datos de la serie lo que ha
e aproximadamente un 10% de

los datos. El test que realizamos 
omprueba la e�
ien
ia del método de interpola
ión

al re
onstruir las 
ara
terísti
as espe
trales de la señal X(t) a partir de la serie que

resulta del produ
to X(tj) · W (tj), donde W (tj) es la fun
ión ventana dada por la

ventana de CoRoT.

5.1.1.1 Bajas fre
uen
ias

En este apartado llevamos a 
abo el test del método de interpola
ión 
uando se

ha
e uso de éste para rellenar hue
os de una serie que se 
orresponde a una señal


on varia
iones de bajas fre
uen
ias. Hablamos aquí de bajas o altas fre
uen
ias
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1 - Valor fuera de
rango
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32 - Cambio de
máscara CCD

Figura 5.1: Ventana utilizada para generar los hue
os en los tests a partir del status de

los datos observados por CoRoT en el LR
02. En ordenadas se representan los valores

del status de los datos, que toman valor 
ero 
uando no se ha produ
ido ningún evento

durante la observa
ión. Nótese la periodi
idad introdu
ida por los pasos a través de la

Anomalía Suratlánti
a.
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An fn (
d

−1
) φn (rads)

1.00 1.257 0.2719

0.66 2.392 4.1628

0.40 1.363 1.3532

Tabla 5.1: Parámetros del modelo usado para el test de bajas fre
uen
ias del método

de interpola
ión ARMA donde An son amplitudes, fn son las fre
uen
ias, y φn las fases

en rela
ión a la fre
uen
ia de muestreo (fs = 2700 d

−1
). Así pues nos referimos a

fre
uen
ias altas 
uando éstas son f ≥ fs/20 = 135 d

−1
y nos referimos a fre
uen
ias

bajas 
uando éstas son f ≤ fs/200 = 13.5 d

−1
. En este 
aso, ha
iendo uso de los

parámetros indi
ados anteriormente, el modelo dis
reto tiene la siguiente expresión:

Xj = A1 cos(2πf1j∆t+ φ1) +A2 cos(2πf2j∆t+ φ2) + (5.2)

+A3 cos(2πf3j∆t+ φ3) + εj∆t, 
on j = 1, ..N

Los parámetros utilizados en este 
aso se re
ogen en la tabla 5.1. El término εj∆t, que


orresponde a ruido blan
o, se genera a partir de una distribu
ión gausiana 
on media


ero y desvia
ión estándar igual a 1/10 de la amplitud An máxima utilizada para la

señal. Utilizamos j∆t 
omo subíndi
e para desta
ar que ε no es una fun
ión del tiempo

ya que es una 
omponente esto
ásti
a. Con los valores asignados a los parámetros

anteriores se 
umple que el 
oe�
iente de señal-ruido de la señal es SNR> 4, que es

el valor mínimo sugerido por R. Garrido para la dete

ión de señal en Breger et al.

(1993). En la �g. 5.2 puede verse la serie 
ompleta del modelo analíti
o de bajas

fre
uen
ias que utilizamos para este primer test del método de interpola
ión ARMA.

Ahora, tras realizar el produ
to de Xj 
on la fun
ión ventana, para realizar el

relleno ARMA el primer paso es determinar el orden óptimo para el modelo ARMA

que se utilizará para generar las predi

iones de la serie en los hue
os. Para ello,


omo fue men
ionado anteriormente, el algoritmo determina el modelo ajustado 
uyo


oe�
iente de Akaike (AIC) es menor de entre un 
onjunto de modelos 
on órdenes

en un rango que va desde el (2,0) hasta el (20,20). Según el 
ontenido de la señal

de la serie el 
oe�
iente de Akaike puede variar 
on el número de datos del segmento

modelado hasta un valor de N a partir del 
ual 
onverge. Por tanto, para asegurarnos

de sele

ionar el orden óptimo tomamos el mayor segmento sin hue
os de la serie

(N= 640 puntos) para estimar el orden óptimo. En la �g. 5.3 se han representado los

valores del 
oe�
iente de Akaike (AIC) en fun
ión de los órdenes p y q 
orrespondientes

a la parte AR y MA respe
tivamente del modelo ARMA. Para visualizar los resultados

los valores AIC se han normalizado y se ha tomado el logaritmo, de modo que el
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Figura 5.2: Realiza
ión de un modelo analíti
o 
ompuesto por una señal de bajas

fre
uen
ias y ruido blan
o gausiano.

mínimo absoluto de la matriz de valores de AIC obtenida sea 
ero. En el 
aso mostrado

en la �gura el mínimo absoluto se en
uentra para el modelo ARMA(8,4) y el siguiente

mínimo se halla para el modelo ARMA(4,8).

Es fá
il ver que un modelo AR(2) puede representar un pro
eso armóni
o ya que

este puede ser representado a su vez mediante una e
ua
ión en difereren
ias de se-

gundo orden que tiene una expresión similar a la del modelo AR(2) (Ulry
h and Ooe,

1979). Por otro lado, 
omo se men
ionó en � 4.3.1, un modelo ARMA(p,p) es la repre-

senta
ión más parsimoniosa de un pro
eso armóni
o 
on ruido aditivo. De modo que,

si analizamos una señal 
on p/2 
omponentes armóni
as, el modelo más parsimonioso

que representa una realiza
ión de esta señal en 
ondi
iones ideales es el ARMA(p,p).

En el 
aso que nos to
a, una señal que 
ontiene 3 
omponentes armóni
as tiene su

representa
ión ideal en forma de pro
eso autoregresivo en un modelo ARMA(6,6).

Puesto que las 
ondi
iones no son ideales, es de
ir, el tamaño del segmento modelado

es �nito y el ruido no es despre
iable, el mínimo absoluto de AIC no se en
uentra en el

orden (6,6) sino en el (8,4), pero el 
riterio de Akaike garantiza que este es el modelo

óptimo bajo las 
ondi
iones del análisis, es de
ir, 
on la informa
ión 
ontenida en los

datos del segmento modelado. Puede observarse, además, que el modelo ARMA(6,6)

se halla entre los 2 primeros mínimos lo
ales (8,4) y (4,8) probando así que este 
riterio

propor
iona una buena aproxima
ión a la representa
ión en 
ondi
iones ideales.

Una vez determinado el orden óptimo es posible ajustar el modelo a los segmentos

de datos que pre
eden y prosiguen los hue
os para realizar las predi

iones ha
ia

delante y ha
ia atrás en 
ada hue
o. En la Fig. 5.4 
omparamos los datos interpolados

linealmente (panel medio) y mediante ARMA (panel inferior) de un segmento de 0.75
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Figura 5.3: Estima
ión del orden ARMA(p,q) para el modelo que se utiliza en la

re
onstru

ión de los hue
os de la serie sintéti
a 
ompuesta por una señal de bajas

fre
uen
ias y ruido blan
o gausiano. Nótese 
omo se al
anzan mínimos en (8,4) y (4,8).
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días de la serie original que apare
e en el panel superior sin hue
os. A diferen
ia de la

interpola
ión lineal el método ARMA re
upera la pendiente de la serie en los hue
os

de modo que no introdu
e ningún error en las derivadas y la señal 
orrespondiente a

las las varia
iones de la serie es preservada. Por otro lado, los segmentos interpolados

apare
en diferen
iados por el he
ho de que sólo se re
onstruye la señal y no el ruido,

es de
ir, el ruido en la serie interpolada es menor que en la serie original. Esto, lejos

de ser un in
onveniente es una ventaja para el análisis de señal.

Las observa
iones 
omentadas en el párrafo anterior, sin duda, pueden apre
iarse

mejor al analizar la señal en el dominio de fre
uen
ias. En las Figs. 5.5 y 5.6 hemos


omparado en es
ala logarítmi
a el espe
tro que se obtiene a partir de la serie 
on

hue
os 
on el obtenido al interpolar los hue
os linealmente y 
on el método ARMA

respe
tivamente. Con respe
to a la determina
ión de las fre
uen
ias prin
ipales de

la señal, usadas para el test de señal 
on bajas fre
uen
ias, la pre
isión es la misma

tanto para la serie interpolada linealmente 
omo para la serie interpolada 
on ARMA.

Sin embargo, las amplitudes de estas 3 fre
uen
ias son distintas, siendo en torno a

un 0.2% menores en el 
aso de la serie interpolada linealmente. En el resto del rango

de fre
uen
ias se observa que ambos métodos redu
en 
onsiderablemente el efe
to

de la ventana espe
tral mostrado en la �gura en azul. No obstante, para apre
iar

las diferen
ias entre ambos métodos de interpola
ión en todo el rango de fre
uen
ias

estudiado en la Fig. 5.7 hemos representado el periodograma de la serie sin hue
os

junto a los dos periodogramas de las series interpoladas y en el panel inferior el 
o
iente

entre ambas. Como puede observarse a través del inserto y del panel inferior de la

�gura, las diferen
ias entre el periodograma de la serie interpolada linealmente y la

serie interpolada mediante ARMA empiezan a ha
erse más notables a partir de 6 d

−1


on amplitudes mayores en el 
aso de la primera. Esto impli
a que la interpola
ión

lineal, si bien permite determinar de forma 
orre
ta las fre
uen
ias prin
ipales y en

menor medida sus amplitudes, no 
orrige los alias que apare
en a lo largo del espe
tro

debido a la ventana espe
tral y el fenómeno de leakage.

5.1.1.2 Altas fre
uen
ias

Los parámetros utilizados en este 
aso se re
ogen en la tabla 5.2 y el εj∆t se ha


al
ulado por el pro
edimiento anterior. En la �g. 5.8 puede verse un segmento de 1

día de la serie que hemos generado a partir del modelo analíti
o de altas fre
uen
ias

para el segundo test del método de interpola
ión ARMA.

En 
uanto a la estima
ión del orden, en este 
aso, 
omo se muestra en la Fig. 5.9,

se requiere un mayor número de 
oe�
ientes para representar la serie (28 en total

sumando la parte AR y la parte MA). Esto es debido a que al ser las fre
uen
ias

mayores que en el 
aso anterior las varia
iones están peor muestreadas y se requieren
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Figura 5.4: Compara
ión entre el método ARMA e interpola
ión lineal para el relleno de hue
os. En el panel superior se muestra un segmento de 0.75

días de la serie generada 
on el modelo analíti
o de bajas fre
uen
ias. Los segmentos mar
ados en rojo son los que han sido interpolados en el panel


entral (interpola
ión lineal) y en el inferior (interpola
ión ARMA).
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Figura 5.5: Periodograma en es
ala logarítmi
a de la serie interpolada linealmente (en

verde) 
omparada 
on el periodograma de la serie 
on hue
os (azul).
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Figura 5.6: Periodograma en es
ala logarítmi
a de la serie interpolada 
on ARMA (en

rojo) 
omparada 
on el periodograma de la serie 
on hue
os (azul). Nótese que en este


aso las amplitudes de los fre
uen
ias prin
ipales de la señal son mayores que en la �gura

anterior.

An fn (
d

−1
) φn (rads)

1.00 181.723 0.2719

0.66 172.392 4.1628

0.40 214.631 1.3532

Tabla 5.2: Parámetros del modelo usado para el test de altas fre
uen
ias del método

de interpola
ión ARMA donde An son amplitudes, fn son las fre
uen
ias, y φn las fases
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Figura 5.7: Panel superior: Periodograma en es
ala logarítmi
a de la serie sin hue
os (en azul) 
omparada 
on el periodograma de la serie interpolada


on ARMA (en rojo) y el 
orrespondiente a la serie interpolada linealmente (en verde). En el inserto se muestran estas dos últimas en el rango mar
ado

por una �e
ha de dos puntas que se 
orresponde a las fre
uen
ias de 9 a 20 d

−1

. Panel inferior: Co
iente entre las amplitudes obtenidas para la serie

interpolada linealmente y las que se obtienen al interpolar los hue
os 
on ARMA. Nótese 
omo las diferen
ias entre ambos periodogramas se ha
en

signi�
ativas a partir de los 6 d

−1

.
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Figura 5.8: Realiza
ión de un modelo analíti
o 
ompuesto por una señal de altas

fre
uen
ias y ruido blan
o gausiano.

mejores 
ondi
iones de ruido y/o un segmento de una longitud mayor para poder

representar la señal 
on un ARMA(6,6). No obstante, 
omo se indi
ó anteriormente,

el 
riterio de Akaike nos asegura que el orden (21,7) es el óptimo para representar la

señal en las 
ondi
iones simuladas.

A 
ontinua
ión ajustamos el modelo ARMA(21,7) a los segmentos de datos y

hallamos las predi

iones que permiten rellenar los hue
os de la serie estudiada. En

la Fig. 5.10 
omparamos el relleno de hue
os mediante el método de interpola
ión

lineal (panel 
entral) y mediante ARMA (panel inferior) del segmento de 0.5 días de

la serie original que apare
e en el panel superior sin hue
os. En este 
aso, puede

observarse que la interpola
ión lineal destruye por 
ompleto la señal en los hue
os

mientras que el método ARMA re
onstruye los segmentos mar
ados en rojo en el

panel superior de forma idénti
a preservando por 
ompleto la señal pese a que el

orden (21,7) del modelo no es el ideal.

Al igual que en el test anterior, en la Fig. 5.11 hemos 
omparado 
on el perio-

dograma de la serie 
on hue
os en es
ala logarítmi
a, el periodograma de la serie

interpolada linealmente, y el de la serie interpolada mediante el método ARMA, en la

Fig. 5.12. En este 
aso vemos que el espe
tro obtenido tras ha
er una interpola
ión

lineal 
ontiene en el rango de bajas fre
uen
ias alias de mayor amplitud in
luso que

el espe
tro de la serie 
on hue
os. Es de
ir, en este 
aso, el efe
to de poner 
eros

en los hue
os es menos 
ontraprodu
ente para el análisis espe
tral que ha
er una in-

terpola
ión lineal. Por otro lado, en la Fig. 5.12 se puede apre
iar que los lóbulos

que apare
en en torno a los pi
os de las fre
uen
ias prin
ipales se redu
en 
onsidera-

blemente al interpolar mediante el método ARMA. En la Fig. 5.13 puede apre
iarse
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Figura 5.9: Estima
ión del orden ARMA(p,q) para el modelo que se utiliza en la re
ons-

tru

ión de los hue
os de la serie sintéti
a 
ompuesta por una señal de altas fre
uen
ias

y ruido blan
o gausiano.

también, que la amplitud de los alias es mu
ho menor en todo el rango de fre
uen
ias


uando se interpola 
on ARMA que al interpolar la serie linealmente.

Para 
al
ular numéri
amente las diferen
ias en la determina
ión de los parámetros

de 
ada fre
uen
ia en 
ada 
aso ha
emos un ajuste no-lineal de mínimos 
uadrados


on las fre
uen
ias �jas y la amplitud y fase variables. Las fre
uen
ias que usamos

para estos ajustes son las que hemos identi�
ado previamente a partir de los pi
os de

mayor amplitud de los espe
tros. Estos ajustes nos dan los resultados mostrados en

las tablas 5.3 y 5.4. Es notable que los valores de las amplitudes que apare
en en la

ter
era y 
uarta 
olumna di�eren mínimamente, es de
ir, en lo que a determina
ión

de amplitudes se re�ere, se obtiene resultados similares al interpolar linealmente a los

que se obtiene al no interpolar. Por otro lado, puede apre
iarse que, mientras que

las diferen
ias entre las amplitudes de la serie interpolada linealmente Alin
n 
on las

amplitudes de la serie sin hue
os A0
n están en torno al 10%, estas no llegan al 1% en

el 
aso de las amplitudes de la serie interpolada 
on ARMA. Puede notarse, también,

que las fases determinadas a partir de la serie interpolada 
on ARMA se a
er
an más

a las originales que las fases determinadas a partir de la serie interpolada linealmente.

No obstante, las diferen
ias en la determina
ión de las fases no son tan signi�
ativas

en este 
aso 
omo las diferen
ias en la determina
ión de las amplitudes, que es el

efe
to más determinante en la dete

ión de fre
uen
ias.
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Figura 5.10: Compara
ión entre el método ARMA para el relleno de hue
os e interpola
ión lineal. En el panel superior se muestra un segmento de

0.5 días de la serie generada 
on el modelo analíti
o de altas fre
uen
ias. Los segmentos mar
ados en rojo son los que han sido interpolados en el panel


entral (interpola
ión lineal) y en el inferior (interpola
ión ARMA).
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fn (
d

−1
) A0

n Agap

n Alin

n Aar

n

181.7233 0.9995 ± 0.0005 0.9058 ± 0.0013 0.9058 ± 0.0018 0.9906 ± 0.0006

172.3933 0.6578 ± 0.0005 0.5958 ± 0.0013 0.5963 ± 0.0018 0.6636 ± 0.0006

214.6300 0.3992 ± 0.0005 0.3616 ± 0.0013 0.3614 ± 0.0018 0.3955 ± 0.0006

Tabla 5.3: Amplitudes estimadas mediante un ajuste de mínimos 
uadrados no-lineal a

partir de la serie generada 
on el modelo de fre
uen
ias altas sin hue
os A0

n
, 
on hue
os

Agap

n
, 
on interpola
ión lineal Alin

n
, y 
on interpola
ión ARMA Aar

n
.

fn (
d

−1
) ϕ0

n ϕgapn ϕlinn ϕarn

181.7233 0.2442 ± 0.0005 0.2431 ± 0.0015 0.2429 ± 0.0020 0.2449 ± 0.0006

172.3933 4.0396 ± 0.0008 4.0409 ± 0.0023 4.0409 ± 0.0030 4.0404 ± 0.0009

214.6300 1.4488 ± 0.0013 1.4559 ± 0.0038 1.4558 ± 0.0050 1.4472 ± 0.0016

Tabla 5.4: Fases estimadas mediante un ajuste de mínimos 
uadrados no-lineal a partir

de la serie generada 
on el modelo de fre
uen
ias altas sin hue
os ϕ0

n
, 
on hue
os ϕgap

n
,


on interpola
ión lineal ϕlin

n
, y 
on interpola
ión ARMA ϕar

n
.
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Figura 5.11: Periodograma en es
ala logarítmi
a de la serie interpolada linealmente

(en verde) 
omparada 
on el periodograma de la serie 
on hue
os (azul).
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Figura 5.12: Periodograma en es
ala logarítmi
a de la serie interpolada 
on ARMA(en

rojo) 
omparada 
on el periodograma de la serie 
on hue
os (azul). Nótese que en este


aso las amplitudes de los fre
uen
ias prin
ipales son en torno a un 10% mayores que en

la �gura anterior.

5.1.1.3 Modelo realista

En los tests anteriores hemos estudiado los efe
tos del método de interpola
ión sobre

la determina
ión de las fre
uen
ias, amplitudes y fases según sea el rango de las

fre
uen
ias que pueden extraerse de la serie temporal. En esos 
asos, para simpli�
ar

la situa
ión y poder apre
iar los efe
tos 
on más detalle se usaron sólo 3 fre
uen
ias.

En el 
aso que ahora nos o
upa, el modelo usado para generar las series es similar

al de la Eq. 5.1 pero 
on un número de fre
uen
ias mu
ho mayor nf = 31. Además,

ahora la lista de fre
uen
ias no es arbitraria sino que un 
onjunto de ellas se ordenan

siguiendo el patrón dado por la fórmula de Tassoul (1980) para el régimen asintóti
o,

que des
ribimos a 
ontinua
ión.

Esta fórmula, que se dedu
e de la teoría de pulsa
ión estelar, nos di
e que las

fre
uen
ias de orden radial n alto y grado azimutal ℓ bajo (típi
amente de 0 a 3)

siguen un patrón dado por la e
ua
ión:

νℓ,n ⋍

(

n+
ℓ

2
+

1

4
+ α

)

∆ν (5.3)

donde α es una 
onstante de fase, y ∆ν es un espa
iamiento 
onstante entre fre
uen-


ias que se 
ono
e 
omo �gran separa
ión�. Este espa
iamiento puede determinarse

dire
tamente a partir de

∆ν = νn+1,ℓ − νn,ℓ (5.4)
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Figura 5.13: Panel superior: Periodograma en es
ala logarítmi
a de la serie sin hue
os (en azul) 
omparada 
on el periodograma de la serie interpolada


on ARMA(en rojo) y el 
orrespondiente a la serie interpolada linealmente (en verde). Panel inferior: Co
iente entre las amplitudes obtenidas para

la serie interpolada linealmente y las que se obtienen al interpolar los hue
os 
on ARMA. Nótese 
omo las diferen
ias entre ambos periodogramas son

signi�
ativas en todo el rango por debajo de los 400 d

−1

.
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as

y está rela
ionado 
on la densidad media en la estrella lo que ha
e que sea un

parámetro de enorme interés en físi
a estelar. Por otra parte, de la Eq. 5.3 se dedu
e

una segunda separa
ión 
onstante 
ono
ida 
omo �pequeña separa
ión�:

δν = νn,ℓ − νn−1,ℓ+2 ⋍

(

4ℓ+ 6

)

D0 (5.5)

es de
ir, los modos de igual n + ℓ están 
uasi degenerados. En la Eq. 5.5 D0 es una


onstante que viene determinada por las 
ondi
iones en el nú
leo estelar. Con estas

2 separa
iones 
onstantes, la segunda típi
amente mu
ho menor que la primera, se

obtienen grupos separados por una distan
ia en fre
uen
ias de ∆ν/2 
orrespondientes

a los grados ℓ pares e impares.

En el modelo que usamos para generar las series temporales de este test la fórmula

de Tassoul se implementa de la siguiente manera:

νℓ,n =

(

n+
ℓ

2
+

1

4
+ α

)

∆ν ℓ = 0, 1 (5.6)

νℓ,n =

(

n+
ℓ

2
+

1

4
+ α

)

∆ν + δν ℓ = 2, 3

donde n puede tomar valores de 10-16, α = 0, ∆ν = 50 µHz y δν viene dado por la

Eq. 5.5 
on D0 = 0.16 µHz de modo que para ℓ = 0 resulta δν = 1 µHz. Esto nos da

un patrón de 28 fre
uen
ias entre los 512.5 µHz y los 888.5 µHz 
uyas amplitudes se

distribuyen en una 
ampana de Gauss 
entrada en 700 µHz.

Este patrón es típi
o de estrellas de tipo solar y apare
e también en el espe
tro de

gigantes rojas pero, en el modelo que estamos utilizando las fre
uen
ias son estables

y sus amplitudes no varían durante los 30 días de dura
ión de la serie temporal, y

el me
anismo de ex
ita
ión de los modos en estrellas de tipo solar o gigantes rojas

es de tipo esto
ásti
o, por lo que tienen un tiempo de vida Γ que puede ser del

orden de la dura
ión de las observa
iones. De modo que, el modelo que estamos

utilizando se ajustaría mejor a pulsa
iones ex
itadas por el me
anismo de opa
idad.

Este es el me
anismo predominante en estrellas δ S
t pero, dado que la fórmula

de Tassoul des
ribe una tenden
ia asintóti
a 
uando el orden radial n → ∞, y en

estrellas δ S
t las pulsa
iones o
urren en torno al modo fundamental radial, no es

de esperar que este patrón aparez
a en su espe
tro. No obstante, desde 1997 en que

se atribuyó un espa
iamiento en fre
uen
ias de 20 µHz en el espe
tro de la estrella

CD-247599 
itepHAN97 a la gran separa
ión, se ha estudiado la posibilidad de que

exista este patrón en varias estrellas δ S
t. Así pues, el modelo que utilizamos para

el test de esta se

ión se asemeja al que, según la teoría de pulsa
ión estelar y las

observa
iones más re
ientes, se espera que pueda tener una estrella δ S
t.

Las otras 3 fre
uen
ias que no siguen la fórmula de Tassoul se distribuyen 
omo el

fundamental radial y los 2 primeros sobretonos de a
uerdo a las rela
iones de Petersen
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(1973):

ν0
ν1

= 0.77
ν0
ν2

= 0.62 (5.7)

donde ν0 = 10 µHz. Con las dos expresiones anteriores obtenemos un modelo que per-

mite generar una serie temporal similar a la de las 
urvas de luz de estrellas pulsantes

δ S
t, y es por ello que hemos llamado �realista� a este modelo, sin embargo, se trata

simplemente de una aproxima
ión útil para nuestro objetivo, que no es sino estimar

los efe
to de la interpola
ión sobre la determina
ión de las fre
uen
ias. Si quisiéramos

generar una aproxima
ión mejor a las 
urvas de luz de las δ S
t deberíamos utilizar un

desarrollo más 
omplejo para determinar la lista de fre
uen
ias partiendo de trabajos


omo el de Roxburgh and Vorontsov (1994), lo que daría lugar a una rela
ión entre

fre
uen
ias que no fuera exa
tamente 
onstante.

La serie temporal generada a partir del modelo expuesto arriba nos permitirá


omprobar otros aspe
tos de la interpola
ión en los hue
os no tenidos en 
uenta 
on

anterioridad 
omo son:

� El efe
to de aumentar el número de fre
uen
ias de la señal sobre la interpola
ión.

Es de
ir, si el método de interpola
ión podría preservar la informa
ión en una

situa
ión 
ríti
a.

� Cómo afe
ta a la determina
ión de las fases la 
uasi degenera
ión de los modos

que están separados úni
amente por δν.

� El efe
to del método de interpola
ión sobre la determina
ión de la gran separa-


ión usando la té
ni
a de la transformada de Fourier segunda (Gar
ía Hernán-

dez, 2011).

Estudiamos estos aspe
tos en un modelo 
on el tipo de señal expuesta y una 
ompo-

nente esto
ásti
a 
on una distribu
ión espe
tral de ruido blan
o.

En la Fig. 5.14 se representa, 
omo anteriormente, la matriz de 
oe�
ientes de

Akaike para hallar el orden óptimo del modelo ARMA que representa la serie tem-

poral generada. El modelo que minimiza el error de predi

ión es, en este 
aso, el

ARMA(47,44). Se requiere, por tanto, 91 parámetros para ajustar el modelo ARMA

óptimo, lo 
uál es 
oherente 
on la mayor variabilidad que posee esta serie respe
to a

los 
asos anteriores.

Puede observarse en la Fig. 5.15 sobre un segmento de 0.4 días de la serie, que la

interpola
ión lineal produ
e más efe
tos espúreos que para el modelo de altas fre
uen-


ias debido a la mayor variabilidad de la señal en el rango afe
tado. En 
ambio, in
luso

en esta situa
ión puede apre
iarse 
omo el método ARMA re
onstruye la señal sin

introdu
ir efe
tos espurios. Los periodogramas (Fig. 5.16) se han representado esta

vez en es
ala lineal para poder apre
iar mejor el espa
iamiento entre fre
uen
ias.
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Figura 5.14: Estima
ión del orden ARMA(p,q) para un modelo de señal 
on 31


omponentes armóni
as y ruido blan
o gausiano. Nótese que el modelo óptimo es el

ARMA(47,44).
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Figura 5.15: Compara
ión entre el método ARMA para el relleno de hue
os e interpola
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on 31 fre
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Figura 5.16: Periodograma de la serie sin hue
os del modelo de 31 fre
uen
ias (en azul)


omparada 
on el periodograma de la serie 
on hue
os interpolados 
on ARMA (en rojo)

y linealmente (en verde).

Nótese que, si bien los pi
os de las fre
uen
ias prin
ipales apare
en diferen
iados 
on

ambos métodos, en el 
aso de la interpola
ión lineal apare
en numerosas fre
uen
ias

espurias que, 
omo demostraremos a 
ontinua
ión, tienen amplitudes su�
ientemente

altas 
omo para 
onsiderarse signi�
ativas y pueden ser 
onfundidas 
on las 
ompo-

nentes armóni
as de la señal. Identi�
amos las fre
uen
ias signi�
ativas en 
ada uno

de los espe
tros a partir del algoritmo FRECS basado en una FFT (ver Apéndi
e A).

Mediante este algoritmo se ha dete
tado las 31 fre
uen
ias de la serie original en el

espe
tro de la serie interpolada mediante ARMA (ver tabla 5.5 y 5.6), en 
ambio, en

el espe
tro de la serie interpolada linealmente se dete
tan 34 fre
uen
ias de las 
uales

6 son fre
uen
ias espurias produ
idas por la ventana espe
tral. Por otro lado, las


omponentes de 537.5 µHz, 863.5 µHz y 888.5 µHz no se han podido dete
tar en este

espe
tro.

Con la lista de fre
uen
ias de 
ada uno de los 4 espe
tros hallados (serie original,

serie interpolada mediante ARMA, interpolada linealmente, y 
on hue
os), ha
emos

el ajuste no-lineal de las fre
uen
ias para obtener las amplitudes y las fases 
orre-

spondientes. Estos ajustes nos dan los resultados mostrados en la tabla 5.5 y 5.6. Las

amplitudes halladas a partir de la serie interpolada 
on ARMA di�eren un 2.25 %


on las originales 
on un máximo en torno al 7 % para la fre
uen
ia de 837.5 µHz, sin

que haya una varia
ión signi�
ativa 
on el rango de fre
uen
ias estudiado. En el 
aso

de la serie interpolada linealmente las amplitudes di�eren un 12.22 % en promedio
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y llegando a varia
iones de más del 100 % (para la fre
uen
ia de 512.5 µHz). Estos

resultados son similares a los que se obtienen a partir de la serie 
on hue
os, en 
uyo


aso se dete
tan más fre
uen
ias espurias pero la varia
ión media de las amplitudes

de las 
omponentes de la señal dete
tadas está en torno a un 15 %.

Respe
to a las fases, en
ontramos diferen
ias 
omo máximo de 0.43 rads y 0.13

rads en promedio entre las fases ajustadas a partir de la serie interpolada mediante

ARMA y las fases ajustadas a partir de la serie original. Las diferen
ias 
on las fases

ajustadas a partir de la serie interpolada linealmente son de 0.15 rads en promedio

pero llegan hasta ∼ π/4 para la 
omponente de 512.6 µHz. Un error de esa magnitud

en la determina
ión de las fases da lugar a una in
onsisten
ia en el ajuste de modelos

teóri
os de pulsa
ión. Además, la determina
ión 
orre
ta de las amplitudes no es sólo

importante para la dete

ión de fre
uen
ias por en
ima del nivel de ruido, sino que

puede servir para determinar parámetros de las estrellas 
omo el ángulo de in
lina
ión.

En efe
to, se ha demostrado que para estrellas 
on ángulo de in
lina
ión i>30 el


o
iente de amplitudes de las 
omponentes m = ±1, 0 de las os
ila
iones de tipo

dipolar es una fun
ión muy dependiente de i, 
on lo 
ual es posible determinar i a

partir del análisis de fre
uen
ias (Gizon and Solanki, 2003). Todo esto subraya la

importan
ia de utilizar un método de interpola
ión �able.

Por último, estudiamos los patrones en el espe
tro de poten
ias de la serie original

sin hue
os y de las 2 series interpoladas: linealmente y 
on ARMA. Para ello usamos

el 
ódigo desarrollado por Gar
ía Hernández (2011) que se basa en una explora
ión

de las periodi
idades en la lista de fre
uen
ias dete
tadas mediante el espe
tro de

poten
ias de un tren de deltas. Las periodi
idades así obtenidas son la mitad del

espa
iamiento en fre
uen
ias. En la Fig. 5.17 podemos observar 
omo es posible

hallar las 2 periodi
idades de la serie original (de 1 µHz y 50 µHz) a partir de la

serie interpolada mediante ARMA. En 
ambio, no es posible dete
tar la pequeña

separa
ión (1 µHz) a partir de la serie interpolada linealmente. Además, el pi
o

prin
ipal 
orrespondiente al espa
iamiento en fre
uen
ias de 50 µHz pierde amplitud


uando se interpola linealmente la serie.

Esta simula
ión numéri
a representa un 
aso ideal que en la prá
ti
a no se en
uen-

tra ya que las periodi
idades entre fre
uen
ias en el espe
tro de las estrellas δ S
t no

son exa
tas sino que son 
uasiperiodi
idades. Sin embargo, 
on este sen
illo ejemplo

demostramos que es posible mejorar la dete

ión de 
uasiperiodi
idades en el espe
tro

de las δ S
t.
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n f0
n

(µHz)

farn
(µHz)

fgapn

(µHz)

f linn

(µHz)

A0
n Aar

n Agap

n Alin

n ϕ0
n ϕar

n ϕgap

n ϕlin

n

1 9.992 9.992 10.012 10.012 0.999 0.990 0.912 1.004 1.772 1.770 1.595 1.603

2 12.982 12.982 13.002 12.982 0.660 0.665 0.606 0.664 0.920 0.919 0.739 0.926

3 16.127 16.127 16.127 16.127 0.401 0.398 0.357 0.399 3.609 3.616 3.600 3.601

4 512.500 512.500 183.295 29.032 0.044 0.047 0.069 0.065 3.907 3.771 1.573 3.750

5 537.500 537.500 364.043 44.946 0.069 0.066 0.076 0.058 2.708 2.765 4.721 1.938

6 562.519 562.577 489.082 121.065 0.103 0.103 0.060 0.069 5.132 4.703 6.255 2.763

7 563.484 563.465 512.404 440.162 0.151 0.158 0.091 0.060 3.485 3.644 4.747 5.606

8 587.500 587.481 514.159 489.120 0.213 0.217 0.082 0.062 2.832 2.983 1.586 5.953

9 588.503 588.503 515.162 512.404 0.290 0.296 0.072 0.089 5.292 5.276 4.079 4.697

10 612.519 612.558 562.481 514.178 0.378 0.361 0.147 0.069 0.467 0.154 5.179 1.294

11 613.484 613.484 563.503 562.500 0.482 0.478 0.146 0.144 4.887 4.894 3.763 5.077

12 637.500 637.481 587.481 563.503 0.595 0.581 0.250 0.150 2.207 2.345 2.909 3.683

13 638.503 638.522 588.503 587.481 0.706 0.691 0.298 0.255 4.490 4.341 5.361 2.890

14 662.481 662.461 612.519 588.503 0.804 0.777 0.369 0.309 5.096 5.242 0.371 5.337

15 663.503 663.522 613.484 612.539 0.890 0.867 0.414 0.374 0.078 6.209 4.867 0.237

16 687.500 687.500 637.481 613.465 0.962 0.955 0.563 0.420 0.944 0.942 2.333 5.027

17 688.503 688.503 638.503 637.481 0.995 0.985 0.660 0.572 3.554 3.559 4.505 2.336

18 712.500 712.481 662.481 638.503 0.995 0.991 0.705 0.683 5.460 5.633 5.089 4.510

Tabla 5.5: Fre
uen
ias estimadas por medio de un ajuste de mínimos 
uadrados no-

lineal a partir de la serie generada 
on el modelo de 31 fre
uen
ias sin hue
os f0

n
, 
on

interpola
ión ARMA far

n
, 
on hue
os fgap

n
, y 
on interpola
ión lineal f lin

n
, y las ampli-

tudes y fases 
orrespondientes.
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n f0
n

(µHz)

farn
(µHz)

fgapn

(µHz)

f linn

(µHz)

A0
n Aar

n Agap

n Alin

n ϕ0
n ϕar

n ϕgap

n ϕlin

n

19 713.503 713.522 663.522 662.481 0.962 0.949 0.805 0.727 5.663 5.512 6.198 5.089

20 737.500 737.519 687.500 663.522 0.895 0.889 0.852 0.832 3.327 3.162 0.940 6.197

21 738.484 738.465 688.503 687.500 0.809 0.796 0.899 0.888 0.769 0.929 3.561 0.941

22 762.500 762.481 712.481 688.503 0.706 0.693 0.895 0.927 0.536 0.690 5.641 3.560

23 763.503 763.522 713.522 712.481 0.595 0.578 0.867 0.919 2.808 2.680 5.481 5.633

24 787.500 787.519 737.519 713.522 0.484 0.481 0.817 0.889 2.319 2.172 3.170 5.492

25 788.484 788.465 738.465 737.519 0.380 0.376 0.742 0.833 5.883 6.042 0.917 3.166

26 812.500 812.500 762.500 738.465 0.290 0.290 0.649 0.753 2.873 2.866 0.568 0.920

27 813.503 813.484 763.503 762.500 0.212 0.209 0.515 0.663 6.025 6.179 2.842 0.552

28 837.500 837.481 787.539 763.503 0.151 0.140 0.460 0.535 5.231 5.383 2.069 2.825

29 838.503 838.542 788.484 787.539 0.103 0.101 0.385 0.462 5.731 5.317 5.826 2.045

30 863.503 863.503 812.481 788.484 0.069 0.068 0.219 0.373 4.579 4.612 3.049 5.857

31 888.503 888.503 813.503 812.500 0.044 0.047 0.217 0.235 3.265 3.214 0.006 2.883

32 - - 837.365 813.484 - - 0.081 0.205 - - 0.002 0.056

33 - - 838.542 837.442 - - 0.133 0.101 - - 4.833 5.667

34 - - 860.822 838.522 - - 0.082 0.116 - - 0.439 5.202

35 - - 863.503 - - - 0.069 - - - 5.463 -

36 - - 936.902 - - - 0.062 - - - 1.646 -

37 - - 985.860 - - - 0.067 - - - 1.908 -

Tabla 5.6: Continua
ión de la tabla 5.5
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Figura 5.17: Periodi
idades en el rango de 0.1 a 60 µHz de la distribu
ión de fre
uen-


ias dete
tadas en los periodograma de la serie sin hue
os (en azul) 
omparada 
on las

periodi
idades del periodograma de la serie 
on hue
os interpolados 
on ARMA(en rojo)

y linealmente (en verde). En el inserto se representa la región de bajas fre
uen
ias donde

se haya la pequeña separa
ión δν. Los valores reales se 
al
ulan 
omo el doble de los

hallados en la �gura.

5.2 Curvas de luz de CoRoT

El paso de CoRoT por la Anomalía Suratlánti
a introdu
e la mayoría de las per-

turba
iones presentes en los datos del satélite, 
omo fue men
ionado anteriormente.

Estas perturba
iones sobre el satélite provo
an que la 
obertura de datos no sea del

100%. Hay aproximadamente (depende del dataset) un 10% de datos no-válidos en


ada 
urva de luz observada por el satélite que han sido 
orregidos por el pipeline de

pro
esado de datos desde Tierra mediante interpola
iones lineales. En esta se

ión

estudiamos los efe
tos de la interpola
ión lineal y 
omo estos se minimizan al uti-

lizar interpola
ión ARMA. Analizaremos tres 
urvas de luz observadas pro
edentes

de estrellas de distintos tipos de variabilidad: tipo solar, δ S
t, y Be.

5.2.1 Estrella tipo-solar: HD 49933

Las os
ila
iones que o
urren en las estrellas de tipo solar se 
ara
terizan porque el

me
anismo de ex
ita
ión es esto
ásti
o y además se ven amortiguadas por la 
on-

ve

ión. Esto se tradu
e en un espe
tro ruidoso y un ensan
hamiento de las líneas

de las fre
uen
ias debido al amortiguamiento. Además, las 
avidades internas de la

estrella dan lugar al me
anismo de resonan
ia 
ausante del ex
eso de poten
ia en
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Figura 5.18: Curva de luz de la estrella de tipo solar HD 49933. Los puntos mar
ados

en rojo se 
orresponden 
on los datos que han sido interpolados linealmente en el pipeline

de los datos de CoRoT de nivel 2. En el inserto se representa un segmento de un día.

forma de gausiana en un 
onjunto de fre
uen
ias equiespa
iadas que es la 
ara
terís-

ti
a prin
ipal del espe
tro de este tipo de estrellas. Las fre
uen
ias ex
itadas suelen


orresponder a periodos del orden de minutos.

HD 49933 es una estrella F5V de la se
uen
ia prin
ipal que ha sido observada

durante el Initial Run (60 días) y el primer Long Run (137 días) en el anti
entro

galá
ti
o (LRa01). En este 
aso estudiamos el efe
to de la interpola
ión que sustituye

los 
onjuntos de datos no-válidos de la serie temporal del LRa01, que puede observarse

en la Fig. 5.18.

En la �gura puede observarse una tenden
ia a de
aer del �ujo debido al enveje
-

imiento de la CCD, y otras varia
iones de largo periodo debido, probablemente, a

la a
tividad estelar. Antes de estudiar los efe
tos de la interpola
ión �ltramos estas

varia
iones no periódi
as de larga dura
ión restando a la 
urva de luz un polinomio

de ter
er grado. Para que el pro
eso de relleno de hue
os fun
ione 
orre
tamente es

ne
esario 
orregir estas varia
iones así 
omo saltos y otros efe
tos instrumentales que

puedan dar lugar a una mala ele

ión del modelo de la serie.

El orden óptimo del modelo ARMA para el segmento más largo sin datos inváli-

dos, de 640 puntos, es el (37,0), es de
ir, un modelo puramente autoregresivo 
on 37

términos. Este modelo se ha usado para interpolar los segmentos de datos no-válidos


ontenidos en los 369601 puntos de la serie de datos de nivel 2 de HD 49933. En la

Fig. 5.19 se muestran detalles de la interpola
ión ARMA 
omparada 
on la interpo-
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la
ión lineal. Pese a que, 
omo se men
iona en Appour
haux et al. (2008), el tamaño

de los hue
os es de 9 minutos, los hue
os más grandes tienen un tamaño en torno

a 0.2 días o 168 minutos y en ellos se pierde señal de un amplio rango de fre
uen-


ias. Esta serie tiene, además, un nivel de ruido muy alto 
on lo 
ual la interpola
ión

lineal es bastante erráti
a 
omo puede apre
iarse en el segundo panel. No obstante,


omo se puede ver, por ejemplo, en el segmento interpolado entre 1.4 y 1.6 días, la

interpola
ión ARMA da lugar a una estru
tura �na de aparien
ia similar al ruido.

Esto arroja dudas sobre la naturaleza de esas varia
iones, ya que el algoritmo sólo

extrapola la señal y no el ruido en los hue
os. En la Fig. 5.20 no es posible apre
iar

gran diferen
ia entre los periodogramas de la serie interpolada linealmente y la serie

interpolada mediante ARMA debido a la gran densidad de pi
os. Esto se debe al alto

nivel de ruido, al gran número de fre
uen
ias ex
itadas de este tipo de estrellas y,

por otro lado, a que las líneas de las fre
uen
ias, al ser el me
anismo de ex
ita
ión

esto
ásti
o 
omo se dijo más arriba, se ensan
han dando lugar a una lorentziana en

lugar de una línea. Por ello, mostramos un inserto en la �gura en el que puede verse

el rango en el que en los estudios de esta estrella se dete
taron los modos-p. En el

inserto los pi
os 
orrespondientes al periodograma de la serie interpolada mediante

ARMA tienen una mayor amplitud que los que 
orresponden a la interpola
ión lineal.

Aunque en Appour
haux et al. (2008) y en estudios posteriores basados en este

(Benomar et al., 2009), se ha
e uso de la interpola
ión lineal, en la Fig. 5.20 hemos

visto que el impa
to de la interpola
ión en los hue
os no es despre
iable para la

dete

ión y determina
ión de los parámetros de las líneas.

5.2.2 δ S
uti: HD 174966

HD 174966 es una estrella pulsante de tipo δ S
t de masa intermedia que se halla

en la se
uen
ia prin
ipal. Las δ S
t pertene
en al grupo de estrellas 
ono
idas 
omo

pulsantes 
lási
as porque se en
uentran en el diagrama HR en la banda de inestabil-

idad 
lási
a, donde también se hallan las estrellas Cefeidas. Las estrellas de la banda

de inestabilidad 
lási
a se vienen estudiando teóri
amente desde ha
e dé
adas y por

ello poder interpretar las observa
iones es de sumo interés. Además, las observa
iones

durante la última dé
ada por Garrido and Poretti (2004) y Breger et al. (2005) han

mostrado que el número de fre
uen
ias dete
tadas en estas estrellas es mayor de lo

que se 
reía y este aumenta 
onforme mejora la 
alidad de las observa
iones.

Hasta años re
ientes no existían estudios sobre la variabilidad de HD 174966 pero


on el lanzamiento de CoRoT se ha podido estudiar sus pulsa
iones (Gar
ía Hernán-

dez et al., 2013). En el estudio men
ionado se ha 
on�rmado la dete

ión de un patrón

similar a la gran separa
ión ∆ν. Esta periodi
idad se ha 
on�rmado (Suárez et al.,

2014) se aproxima al régimen asintóti
o de Tassoul y que simulamos 
on un modelo
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Figura 5.19: Compara
ión entre el método ARMA para el relleno de hue
os (en rojo)

e interpola
ión lineal (en verde) para la 
urva de luz de la estrella HD 49933 observada

por CoRoT. En los paneles se muestran los hue
os más grandes de la serie. Cada panel

muestra un segmento distinto de 2 días de dura
ión.
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Figura 5.20: Periodograma en es
ala logarítmi
a de la 
urva de luz de la estrella

HD 49933 interpolada linealmente en los hue
os (en azul) 
omparada 
on el periodograma

de la serie 
on hue
os interpolados 
on ARMA(en rojo). En el inset se muestra el rango

de 1100 a 2300 µHzdonde se en
uentran los modos-p solares. Nótese que las amplitudes

de espe
tro interpolado mediante ARMA son mayores que las del espe
tro interpolado

linealmente.

analíti
o en el último test de la se

ión anterior. Utilizando herramientas de análisis

de series temporales 
omo PERIOD04 (Lenz and Breger, 2005) y SIGSPEC (Reegen,

2007) para la dete

ión de fre
uen
ias sobre la serie 
on hue
os en
uentran 185 fre-


uen
ias signi�
ativas en el rango de 0 a 900 µHz. En la Fig. 5.21 se muestra un

segmento de la 
urva de luz donde puede observarse el efe
to de las interpola
iones

lineales, mar
adas en rojo en la �gura. En este 
aso el nivel de ruido es mu
ho menor

que en el 
aso estudiado en el apartado anterior y pueden apre
iarse rasgos de la 
urva

de luz 
omo el batido entre fre
uen
ias.

El orden óptimo para el modelo ARMA en este 
aso es el (34,6), es de
ir, un

modelo 
on 40 términos de los 
uáles 6 son de media móvil y 34 son autoregresivos.

Este modelo se ha usado para interpolar los segmentos de datos no-válidos 
ontenidos

en los 73433 puntos de la serie de datos de nivel 2 de HD 174966. En la Fig. 5.22 se

muestran detalles de la interpola
ión ARMA 
omparada 
on la interpola
ión lineal.

Puede apre
iarse 
omo algunas de las interpola
iones (véase p.ej. el rango de 1.38 a

1.40 días) lineales en las que se destruye la señal se han 
orregido en el panel inferior

donde mostramos la interpola
ión ARMA. Esto es determinante para la 
orre
ta

determina
ión de las fases y también para identi�
ar las fre
uen
ias que 
omponen la

señal y poder estudiar la 
uasiperiodi
idad.

Si bien, visualmente, en este 
aso el efe
to de la interpola
ión pare
e ser menor en

la 
urva de luz que en el 
aso anterior, en la Fig.5.23 puede apre
iarse 
omo la interpo-

la
ión ARMA elimina toda la 
ontribu
ión de la ventana espe
tral que la interpola
ión
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Figura 5.21: Curva de luz de la estrella δ S
t HD 174966. Los puntos mar
ados en

rojo se 
orresponden 
on los datos que han sido interpolados linealmente por el pipeline

que pro
esa los datos de CoRoT de nivel 2.
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Figura 5.22: Compara
ión entre el método ARMA para el relleno de hue
os (en rojo)

e interpola
ión lineal (en verde) para la 
urva de luz de la estrella HD 174966 observada

por CoRoT.
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Figura 5.23: Periodograma en es
ala logarítmi
a de la 
urva de luz de la estrella

HD 174966 interpolada linealmente en los hue
os (en azul) 
omparada 
on el periodo-

grama de la serie 
on hue
os interpolados 
on ARMA(en rojo). Nótese 
omo el efe
to

de la ventana espe
tral se mantiene 
on la interpola
ión lineal.

lineal (en azul en la �gura) no es 
apaz de eliminar. Esto reper
ute dire
tamente en el

estudio de las 
uasiperiodi
idades 
omo puede apre
iarse en la Fig. 5.24. Para obtener

la lista de fre
uen
ias de 
ada una de las 2 series (interpolada linealmente e interpo-

lada 
on ARMA) se ha utilizado la rutina FRECS (ver apéndi
e A). Posteriormente,

ha
iendo uso de la té
ni
a para el estudio de las periodi
idades desarrollada por Gar-


ía Hernández Gar
ía Hernández (2011), se han obtenido las grá�
as mostradas en

la Fig. 5.24 para diferentes sets de fre
uen
ias. Los resultados son 
oherentes 
on los

que se muestran en Gar
ía Hernández et al. (2013), donde se estudian las periodi
ida-

des para esta misma estrella pero, en efe
to, puede verse que se gana en amplitud al

usar el set de fre
uen
ias dete
tadas a partir de la serie interpolada mediante ARMA

respe
to a la serie interpolada linealmente. Esto se debe a una mejor determina
ión

de los valores de las fre
uen
ias y a que el 
onjunto de fre
uen
ias obtenidas mediante

la serie interpolada linealmente 
ontiene fre
uen
ias espurias.

En 
on
lusión se dedu
e que el método de interpola
ión es 
ru
ial para el estudio

de las periodi
idades en este tipo de estrellas. Por otra parte, en los segmentos

interpolados mediante ARMA no en
ontramos la estru
tura �na 
on aparien
ia de

ruido que en
ontramos en el 
aso anterior. Los segmentos interpolados mantienen las

propiedades a una es
ala redu
ida de los segmentos de datos originales. Se des
arta,

por tanto, que los efe
tos men
ionados sean metodológi
os.
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Figura 5.24: Periodi
idades de HD 174966 en el rango de 0.1 a 100 µHz de la distribu-


ión de fre
uen
ias dete
tadas en los periodograma de la serie interpolada 
on ARMA

(panel superior) 
omparada 
on las periodi
idades del periodograma de la serie 
on

hue
os interpolados linealmente (panel inferior). Las líneas negra, roja y verde se 
o-

rresponden respe
tivamente 
on los subsets de 30, 60 y 114 fre
uen
ias. En el inserto se

representa solamente el rango de bajas fre
uen
ias.
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Figura 5.25: 60 días de la 
urva de luz de la estrella Be HD 51193 observada por

CoRoT.

5.2.3 Estrella Be: HD 51193

La estrella HD 51193 (CoRoT 714) es una estrella de tipo espe
tral B1 
on pulsa
iones

de tipo Be que ha sido observada durante el segundo Long Run ha
ia el anti
entro

galá
ti
o (LRa02). Los datos que se muestran aquí no han sido publi
ados anterior-

mente pero esta estrella fue observada entre el 2004 y el 2006 desde el Observatorio

de Sierra Nevada (OSN) y se en
ontró una fre
uen
ia de 2.66 
d

−1
en los �ltros vby

del fotómetro Stromgren (Gutiérrez-Soto et al., 2007).

Las estrellas Be son estrellas de tipo espe
tral B que muestran emisión en las

líneas de Balmer. Esta emisión se produ
e por la presen
ia de un dis
o e
uatorial


ir
unestelar que es alimentado por eventos en los que se produ
e una pérdida de masa

estelar. Estas estrellas se 
ara
terizan por tener dos tipos de variabilidad fotométri
a:

variabilidad de largo periodo (semanas o meses) y variabilidad de 
orto periodo (0.1

a 2 días). La primera se produ
e debido a las varia
iones de densidad y tamaño del

dis
o 
ir
unestelar, y la segunda se atribuye a pulsa
iones no-radiales.

Para 
ara
terizar su variabilidad y ha
er uso de modelos que expliquen el origen de

esta es ne
esario que los datos puedan ser analizados sin hue
os para poder estudiar

la evolu
ión de las amplitudes y fases 
on el tiempo.

La serie 
ompleta de HD 51193 
ontiene 114.41 días pero en la �g. 5.25 mostramos

los primeros 60 días observados por CoRoT para visualizar las varia
iones de la 
urva

de luz. En esta �gura puede apre
iarse que la amplitud de las os
ila
iones varían de

forma bastante irregular. Esto es una 
ara
terísti
a típi
a de este tipo de estrellas

pulsantes. El orden óptimo del modelo ARMA para esta serie según el 
riterio de
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Figura 5.26: Compara
ión entre el método ARMA para el relleno de hue
os (en rojo) e

interpola
ión lineal (en verde) para la 
urva de luz de la estrella Be HD 51193 observada

por CoRoT.

Akaike resulta ser el (24,17). El modelo que usamos para la interpola
ión de los

hue
os 
onsta, por tanto, de 41 
oe�
ientes de los 
uales 17 son de media móvil y 24

son autoregresivos. Con este modelo se ha re
onstruido el muestreo uniforme de la

serie de 308917 puntos.

En la Fig.5.26 se muestran detalles de la interpola
ión ARMA 
omparada 
on la

interpola
ión lineal. Los detalles que apare
en en esta �gura no muestran una diferen-


ia notable entre los resultados de ambas interpola
iones. Así, aparentemente, no sería

ne
esario utilizar una interpola
ión más so�sti
ada que la interpola
ión lineal para

una 
urva de luz 
on varia
iones de largo periodo 
omo es esta. Esto sería 
oherente


on los resultados obtenidos en el test numéri
o de bajas fre
uen
ias. No obstante,


uando estudiamos el periodograma 
orrespondiente a 
ada serie los resultados que

en
ontramos son bien distintos.

Como puede verse en la Fig. 5.27 los alias que apare
en en el periodograma de la

serie interpolada linealmente han desapare
ido 
asi por 
ompleto en la serie interpo-

lada mediante ARMA. Solamente apare
e un pi
o en la fre
uen
ia orbital (13.97 
d

−1
)

debido a que no es posible eliminar la modula
ión del satélite 
on la interpola
ión.

Debido a la sensibilidad de los dete
tores del satélite a las varia
iones de temperatura

la fun
ión respuesta del satélite es fun
ión de su órbita también 
on lo que se produ
e

una modula
ión. Este efe
to es mu
ho más mar
ado en la 
ámara de exoplanetas

pero apare
e también en algunos objetivos del seismo
ampo 
omo este.
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Figura 5.27: Periodograma en es
ala logarítmi
a de la 
urva de luz de la estrella

HD 51193 interpolada linealmente en los hue
os (en azul) 
omparada 
on el periodograma

de la serie 
on hue
os interpolados 
on ARMA (en rojo). Nótese 
omo el efe
to de la

ventana espe
tral se mantiene 
on la interpola
ión lineal.

Por otro lado, el he
ho de que el espe
tro de una estrella Be 
on pulsa
iones de

bajas fre
uen
ias se vea mu
ho más afe
tado por los alias que en el test numéri
o

llevado a 
abo en � 5.1.1.1 ha
e pensar que la señal que se haya bajo esta 
urva de

luz es una fun
ión de distinto tipo a la que 
orresponde al modelo usado en el test,

es de
ir, no se 
omporta 
omo una fun
ión analíti
a.
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Parte III

Estudio de la validez del desarrollo

en serie de Fourier de una serie

temporal
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Gra
ias a la 
alidad sin pre
edentes de los datos obtenidos por misiones espa-


iales 
omo CoRoT o Kepler se ha 
onseguido mejorar los modelos teóri
os de las

pulsa
iones estelares y 
on ello realizar una mejor inferen
ia de la estru
tura estelar.

Pero para entender 
orre
tamente la naturaleza de los pro
esos observados, el aparato

matemáti
o usado para interpretar los datos debe poder reprodu
ir la estru
tura en-

tera de los datos de forma numéri
a, dejando sólo una serie aleatoria independiente


omo residuos. En la prá
ti
a esto raramente o
urre y los residuos, por pequeños

que sean, preservan 
ierta estru
tura que ha
e que sean muy distintos de una se-


uen
ia aleatoria independiente y en mu
hos 
asos resultan tener una distribu
ión no

gausiana. Esto es espe
ialmente evidente en algunas estrellas pulsantes δ S
t (Poretti

et al. 2009; Gar
ía Hernández et al. 2009) y γ Dor (Chapellier et al., 2011) observadas

por CoRoT.

Desde que se realizaron los primeros análisis el aparato matemáti
o usado en as-

trosismología se ha basado series de Fourier (i.e. periodograma Lomb-S
argle, S
argle

1982). El análisis de Fourier es una té
ni
a útil para la dete

ión de fre
uen
ias pero

tiene una variedad de di�
ultades que no se 
onsideran siempre en detalle en la lit-

eratura. Si la se
uen
ia analizada pertene
e a un 
onjunto de datos no-periódi
o

o 
uasiperiódi
o, el número de 
omponentes espe
trales ne
esitado para represen-

tar la señal puede ser tan grande que la informa
ión físi
a propor
ionada por su

representa
ión de Fourier pierda su utilidad. Restringir el número de 
omponentes

espe
trales usado para el análisis armóni
o sólo in
rementa la probabilidad de obtener

informa
ión engañosa.

Por otro lado, para poder utilizar el poten
ial de las té
ni
as de Fourier el Teor.

de Parseval ha de 
umplirse. En su versión dis
reta este teorema di
e que la suma del


uadrado del módulo de una se
uen
ia es igual a la suma del 
uadrado del módulo

de su transformada de Fourier. Esto ha
e posible la representa
ión espe
tral de la

se
uen
ia siempre que esta sea de 
uadrado sumable. Esto es algo que se utiliza 
omo

hipótesis de partida pero nun
a se veri�
a.

En esta parte de la memoria examinamos la 
orresponden
ia de algunas propiedades

derivadas a partir de las 
omponentes espe
trales halladas en la 
urva de luz de la

estrella HD174936 
on las té
ni
as 
lási
as de Fourier, 
on las propiedades que se

pueden derivar dire
tamente de los datos originales. Con
retamente, examinamos

una propiedad de estru
tura �na

1

que llamamos 
one
tividad (Pas
ual-Granado et al.,

2014) que está intrínse
amente rela
ionada 
on la analiti
idad de la fun
ión 
ontinua

que subya
e a las series temporales.

1

Llamamos aquí estru
tura �na a varia
iones intrínse
as de la serie a una es
ala del orden del

muestreo ∆t de la serie y que no se deben a ningún fenómeno esto
ásti
o.
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De este modo, estamos evaluando la identidad entre la representa
ión espe
tral

obtenida y los datos originales, y al mismo tiempo evaluamos la validez de la hipótesis

de integrabilidad del 
uadrado de la señal.

El primer 
apítulo de esta parte está dedi
ado a sentar las bases matemáti
as que

sustentan las té
ni
as y los resultados que se presentan en los 2 
apítulos siguientes.

En el Cap. 7 de�nimos el 
on
epto de 
one
tividad, que es una fun
ión que des
ribe

de que forma se 
one
tan los puntos de la fun
ión muestreada. De�nida de este modo,

la 
one
tividad da una aproxima
ión ade
uada al 
on
epto de diferen
iabilidad para

series temporales siempre y 
uando la fun
ión sea de banda limitada y el muestreo sea

su�
iente. Usaremos 2 aproxima
iones para hallar las 
one
tividades, una está basada

en los polinomios splines y la otra se basa en modelos autoregresivos. Los resultados

de las pruebas que llevamos a 
abo se presentan en el Cap. 8. El primer 
aso estudiado

es la estrella HD174936 para la 
ual hemos tratado de repli
ar los resultados obtenidos


on los datos de CoRoT mediante una simula
ión numéri
a basada en el 
ontenido

en fre
uen
ias para esta estrella publi
ado en la literatura. Además, para des
artar

que los efe
tos instrumentales puedan ser una 
ausa de los fenómenos presentados,

hi
imos el test de analiti
idad también en otras estrellas observadas mediante Kepler,

y el Sol mediante SoHO.
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Capı́tulo 6

Considera
iones sobre la 
onsisten
ia

del análisis de fre
uen
ias

�It is a 
apital mistake to theorise before one has data. Insensibly one

begins to twist fa
ts to suit theories instead of theories to suit fa
ts.�

The Adventures of Sherlo
k Holmes - A. C. Doyle

E
n general, la hipótesis más elemental que se puede ha
er sobre las �u
tua
iones

de 
ualquier fenómeno es que éstas se distribuyen siguiendo una gausiana ya

que es la distribu
ión 
on mayor entropía de entre todas las distribu
iones de los

reales posibles 
on una media y varianza determinadas. Además el Teorema Central

del Límite (Spiegel, 1992) nos di
e que la suma de N valores aleatorios independientes

(siendo N un número entero su�
ientemente grande) tomados de una distribu
ión 
on

media y varianza de�nidas, da 
omo resultado valores de una distribu
ión gausiana.

Es de
ir, independientemente de qué distribu
ión tengan esos valores, su suma seguirá

una distribu
ión gausiana. Esto ha
e que la distribu
ión gausiana esté presente en

la mayoría de los fenómenos físi
os estudiados y se asume a menudo la validez de

la hipótesis de gausianidad (véase p.ej. la radia
ión 
ósmi
a de mi
roondas (Guth,

1981). En � 6.1 dis
utimos la tras
enden
ia de esta distribu
ión.

Por otra parte, es tremendamente útil 
omparar 
on una distribu
ión gausiana ya

que las desvia
iones sobre ésta nos propor
ionan informa
ión sobre el fenómeno físi
o

que se estudia. Existe toda una plétora de me
anismos físi
os distintos que pueden


ausar la apari
ión de desvia
iones sobre la gausiana en la distribu
ión. Es, por tanto,

muy 
ompli
ado realizar de partida una des
rip
ión físi
a de la no gausianidad. No

obstante, se puede inferir estudiando propiedades matemáti
as de las series temporales

que pueden indu
ir la no gausianidad 
omo son la no linealidad o la no-esta
ionaridad.

En � 6.2 dis
utimos, además, 
ómo la no analiti
idad de la fun
ión que subya
e a las

series temporales puede estar también en el origen de la no gausianidad.
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6. CONSISTENCIA DEL ANÁLISIS
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Figura 6.1: Serie de datos aleatorios generados según una distribu
ión gausiana de tipo

N(0, 1) normalizada a la unidad. El valor de la serie numéri
a se representa en ordenadas

y en ab
isas el índi
e 
orrespondiente. Nótese 
omo los datos se distribuyen de manera

suave en torno a la media.

La analiti
idad, tal y 
omo se de�nimos en � 7, es además 
ondi
ión ne
esaria

para poder realizar un análisis armóni
o 
onsistente. Esta 
ondi
ión se desarrolla en

el � 6.3 de este 
apítulo.

6.1 La distribu
ión gausiana

Una variable X 
uya densidad de probabilidad es

f(x) =
1

σ
√
2π

e−(x−µ)2/2σ2 −∞ < x < ∞ (6.1)

se di
e que tiene una distribu
ión gausiana o normal 
on media µ, y varianza σ2
. La

nota
ión usual para designar esa distribu
ión esN(µ, σ2). La densidad de probabilidad

de esta distribu
ión tiene la bien 
ono
ida forma a
ampanada y las grá�
as de las

series que siguen esta distribu
ión se 
ara
terizan porque apare
er 
omo un gradiente

suave en torno a la media de la distribu
ión ya que los saltos grandes en ordenadas son

po
o probables. En la Fig. 6.1 se ha representado una realiza
ión de una se
uen
ia

de datos que sigue esta distribu
ión donde se puede apre
iar estos detalles.

El rol preeminente que esta distribu
ión juega en teoría de probabilidad se atribuye

al Teor. Central del Límite. Este teorema se formula de la siguiente manera:
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6.2 Desvia
iones sobre la gausiana

Sea X1,X2, ...,Xn, ... una se
uen
ia de variables aleatorias identi
amente dis-

tribuidas, 
ada una 
on una media �nita µ y una varianza σ2
, y Sn

Sn =

n
∑

i=1

Xi n = 1, 2, ...

enton
es 
uando n → ∞. la distribu
ión de la se
uen
ia

(Sn − nµ)/(σ
√
n) → N(0, 1)

Y de manera equivalente se puede de
ir: Sn ∼ N(nµ, nσ2). Con
retamente, es fá
il

probar para una distribu
ión binomial o una distribu
ión de Poisson que la suma

de un número 
onsiderable de variables independientes da lugar a una distribu
ión

gausiana.

En vista de este resultado es razonable suponer que los errores involu
rados en las

medidas de la mayoría de las 
antidades físi
as tengan distribu
iones muy 
er
anas a

la gausiana dado que esos errores surgen usualmente del efe
to 
ombinado de un gran

número de fuentes de error independientes. De este modo, la 
antidad físi
a medida


omo suma de un valor �verdadero� más un error tendría también una distribu
ión

aproximadamente gausiana (Priestley, 1981).

Sin embargo, la tras
enden
ia de esta distribu
ión va más allá de su uso en in-

feren
ia estadísti
a, ya que se ha de entender esta 
omo la distribu
ión más natural

en 
ualquier fenómeno esto
ásti
o dado que maximiza la entropía. En efe
to, dada

la media µ y la varianza σ2
de una distribu
ión, la gausiana es aquella que maximiza

la fun
ión entropía de la informa
ión (estre
hamente rela
ionada 
on la entropía ter-

modinámi
a) que toma el valor ln(σ
√
2πe). A raíz de este resultado fundamental se

puede interpretar que los errores que dan lugar a una desvia
ión sobre la distribu-


ión gausiana han de tener informa
ión físi
a esen
ial para 
omprender el fenómeno

estudiado.

6.2 Desvia
iones sobre la gausiana

Cuando se realiza un análisis espe
tral para en
ontrar las periodi
idades de una serie

temporal la herramienta más extendida es el periodograma (ver Cap. 2.2). Para la

dete

ión de fre
uen
ias se utiliza el test de Fisher (Fisher, 1929) que se obtiene a

través de la teoría de distribu
iones. Este test se basa en que las variables sean

aleatorias independientes e idénti
amente distribuidas (i.i.d.) y gausianas de modo

que si Xj es un pro
eso gausiano su transformada de Fourier

Sn(φ) =

n
∑

j=1

Xj exp(ijφ)
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6. CONSISTENCIA DEL ANÁLISIS

es un pro
eso gausiano 
omplejo, y partiendo de las propiedades de la distribu
ión

gausiana se puede determinar la signi�
an
ia de un determinado pi
o en el espe
tro de

Fourier. En 
ambio, si el pro
esoXj no tiene una distribu
ión gausiana la distribu
ión

de Sn no tendrá una forma 
errada y no se podrá determinar la signi�
an
ia de los

pi
os.

Entendemos las 
urvas de luz estelares 
omo series temporales 
ompuestas por 2

pro
esos, uno que representa a la señal y otro que representa al ruido. El primero es

una fun
ión de tipo armóni
o y el segundo es no armóni
o. La distribu
ión de una

fun
ión armóni
a sen
illa no es de tipo gausiano pero en la prá
ti
a, la distribu
ión

de los datos pro
edentes de las observa
iones están dominados por una 
omponente


on este tipo de distribu
ión que es la que se interpreta 
omo ruido. Esta 
ompo-

nente apare
e 
omo residuo al ha
er un pro
eso de prewhitening de las 
omponentes

armóni
as dete
tadas en la serie temporal.

A menudo al analizar las observa
iones por satélite de estrellas pulsantes surgen

distribu
iones que no son de tipo gausiano (véase p.ej. Degroote et al. 2009) pero


uando las desvia
iones son pequeñas se supone que los métodos 
lási
os pueden seguir

usándose. No obstante, la estima
ión de los parámetros (las amplitudes en la ref.


itada) puede verse sesgada debido a una asimetría estadísti
a. Para determinar los

parámetros bajo la hipótesis del test de Fisher en situa
iones en las que la distribu
ión

de los errores es no gausiana se introdu
en 
orre

iones que tienen en 
uenta efe
tos

de 
orrela
ión que des
riben estadísti
amente la desvia
ión sobre la gausiana. Sin

embargo, no se propor
iona un modelo físi
o de estas 
orrela
iones y la no gausianidad

se despre
ia 
omo una simple perturba
ión.

Entre las posibles 
ausas de no gausianidad en los residuos se halla la presen
ia

de efe
tos no lineales en la 
urva de luz. Se puede demostrar por el Teor. Central

del Límite que, dada una realiza
ión de un pro
eso de tipo gausiano X(t) hasta un

tiempo t′ determinado, la media 
ondi
ional (valor más probable de una predi

ión)

del valor X(t′ + τ) 
on τ > 0 es una fun
ión lineal de {X(t); t ≤ t′}. Este resultado
justi�
a el análisis lineal de este tipo de pro
esos, de modo que bajo la hipótesis de

gausianidad se suele restringir la aten
ión a fun
iones lineales. Pero este resultado

nos indi
a además, que la falta de linealidad en el pro
eso puede 
ontraer que la

distribu
ión sea no-gausiana.

Existen varias expli
a
iones para la apari
ión de no linealidades en 
urvas de luz


omo son: el a
oplamiento a través de resonan
ias entre modos que intera

ionan

(Dziembowski, 1982), las os
ila
iones en regímenes altamente no-adiabáti
os (Saio

et al., 1998), o una distorsión en la 
urva de luz 
ausada por una respuesta no lineal

del �ujo estelar (Garrido and Rodríguez, 1996).
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6.2 Desvia
iones sobre la gausiana
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Figura 6.2: Serie de datos aleatorios generados según una distribu
ión de tipo

B(0.5, 0.5) en el intervalo [0,1℄. Nótese 
omo los datos se apilan en los extremos del

intervalo.

Otra 
ausa de no gausianidad es la falta de esta
ionaridad de la 
urva de luz,

es de
ir la varia
ión temporal de los momentos de la distribu
ión (Priestley, 1988).

Esto puede manifestarse 
omo una varia
ión de amplitudes y fases 
on el tiempo que

podría estar en rela
ión también 
on los propios efe
tos de la no linealidad de la serie.

En 
ualquier 
aso, 
ualquier teoriza
ión debe ajustarse a los he
hos y no a la

inversa, de modo que si no poseemos informa
ión adi
ional no podemos des
artar


ualquier otro origen para la apari
ión de efe
tos no lineales en las 
urvas de luz.

Finalmente, existe una 
ausa de no gausianidad no 
onsiderada en la literatura

pero que puede probarse matemáti
amente, esta es la no analiti
idad de la fun
ión.

En efe
to, puede demostrarse (Ventkus, 1982) que una fun
ión aleatoria gausiana es

in�nitamente diferen
iable y analíti
a. Por tanto, una fun
ión no analíti
a ha de ser

no gausiana. Esto resulta evidente 
uando se 
omparan la Fig. 6.1 y la Fig. 6.2.

Se puede apre
iar que, a diferen
ia de lo que o
urre 
on una se
uen
ia aleatoria


on distribu
ión gausiana, los datos generados mediante una distribu
ión no gausiana


omo la B(0.5, 0.5), es de
ir, una distribu
ión Beta 
on parámetros α = β = 0.5,

presentan saltos que son propios de una fun
ión 
on problemas de diferen
iabilidad.

Este es un ejemplo 
laro de una distribu
ión no gausiana que es no analíti
a.

Este aspe
to, el de la no analiti
idad de las series, es el que nos 
on
ierne en el
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6. ANALITICIDAD

siguiente apartado y en los próximos 
apítulos pues, además de ser una posible 
ausa

de la no gausianidad de las distribu
iones de residuos, 
ompli
a el análisis armóni
o

que se lleva a 
abo para la dete

ión de fre
uen
ias. De he
ho, 
omo veremos, un


riterio para la 
onsisten
ia del análisis de fre
uen
ias realizado mediante té
ni
as de

Fourier es que la fun
ión que subya
e a las series temporales sea analíti
a. Si esta


ondi
ión no se 
umple, no está garantizada la 
onsisten
ia del análisis.

6.3 Condi
iones para el análisis armóni
o

Para poder apli
ar las té
ni
as de Fourier a una fun
ión dada, deben satisfa
erse las


ondi
iones para que se 
umpla el Teor. de Parseval (Kaplan, 1992). Este teorema

di
e que la integral del módulo al 
uadrado de una fun
ión es igual a la integral

del módulo al 
uadrado de su transformada de Fourier. Para que esto se 
umpla la

fun
ión debe ser de 
uadrado integral, es de
ir,

∫ +∞

−∞

|F (x)2|dt < ∞ (6.2)

La expansión de Fourier de una fun
ión 
onverge puntualmente 
.t.p. 
uando ésta es

de 
uadrado integrable (Carleson, 1966). A diferen
ia de las series de Fourier, que son

una suma in�nita, la Transformada de Fourier Dis
reta (TFD) y su inversa, que es la

análoga a las series de Fourier, siempre 
onvergen a un valor si la se
uen
ia es �nita,

dado que la suma es �nita. Pero 
uando la serie de Fourier de la fun
ión es divergente

o no 
onverge al valor de la fun
ión en 
ada punto, la TFD deja de propor
ionar una

des
rip
ión físi
a de la fun
ión basada en sus 
omponentes de fre
uen
ia. Es de
ir,

una fre
uen
ia es sólo una variable físi
a bien de�nida 
uando la serie de Fourier


onverge.

Por lo tanto, antes de que se pueda apli
ar un análisis de Fourier a una serie

temporal se debe demostrar la 
onvergen
ia de la expansión en series de Fourier de

la fun
ión.

Por otro lado, la analiti
idad de una fun
ión es 
ondi
ión su�
iente para que se


umpla la integrabilidad del 
uadrado (van Dijk, 2009). Se di
e que una fun
ión

es analíti
a si es in�nitamente diferen
iable de modo que su expansión en serie de

Taylor es 
onvergente. Si esta 
ondi
ión no se 
umple la 
onvergen
ia de la serie de

Fourier no está garantizada. Esta es la razón por la que es tan importante evaluar

la analiti
idad de la fun
ión antes de llevar a 
abo el análisis armóni
o. De aquí en

adelante nos referiremos a analiti
idad 
omo la propiedad de que una fun
ión pueda

ser desarrollable en una serie de Fourier. Para estudiar la analiti
idad de una fun
ión

introdu
iremos en el Cap. 7 una aproxima
ión para hallar la diferen
iabilidad de series

dis
retas: la 
one
tividad.
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Capı́tulo 7

El método de las 
one
tividades

�It has long been an axiom of mine that the little things

are in�nitely the most important�

The Adventures of Sherlo
k Holmes - A. C. Doyle

En este 
apítulo de la memoria introdu
imos una metodología que, evaluando la

analiti
idad de la fun
ión que subya
e a las observa
iones, permite veri�
ar que se


umplen las 
ondi
iones ne
esarias para el análisis armóni
o. La analiti
idad de las


urvas de luz puede estar, además, en 
onexión 
on la no gausianidad en
ontrada en

la mayoría de ellas 
omo hemos visto en el Cap. 6.2.

7.1 Cone
tividad

7.1.1 Con
epto

En Astronomía es fre
uente que los datos observa
ionales 
onsistan en una se
uen
ia

dis
reta de muestreos de una fun
ión subya
ente, que generalmente se 
onsidera 
on-

tinua

1

. Esta fun
ión es la representa
ión de un observable físi
o dado. Entendemos

por observable la 
antidad físi
a que satisfa
e todas las propiedades derivadas de la

de�ni
ión de medida de Lebesgue (Je
h, 1997). Es importante desta
ar aquí que un

observable de una propiedad físi
a dada no tiene por qué 
oin
idir ne
esariamente


on la fun
ión que lo representa.

La se
uen
ia dis
reta de varia
iones fotométri
as de la luminosidad de las estrellas

pulsantes es lo que se 
ono
e 
omo 
urva de luz. Podemos estudiar la variabilidad

estelar a través de la 
urva de luz o a través de la se
uen
ia de medidas de la velo
idad

radial (RV).

1

Cuando hablamos aquí de fun
ión 
ontinua nos estamos re�riendo a una se
uen
ia de datos

espa
iados in�nitesimalmente, y por dis
reta nos referimos a una se
uen
ia de datos 
on un espa
iado

�nito.
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7. EL MÉTODO DE LAS CONECTIVIDADES

Al 
onsiderar la fun
ión 
ontinua que representa al observable la primera 
uestión

que surge es: ¾podemos hallar una se
uen
ia dis
reta de valores que determine 
om-

pleta y úni
amente las propiedades de la fun
ión entera sin ne
esidad de 
ono
er los

in�nitos valores de esta? Este es el 
lási
o problema del muestreo y para un fun
ión

de banda limitada el Teor. de Nyquist-Shannon (Shannon, 1949) estable
e que la

fun
ión se puede re
onstruir perfe
tamente a través de un 
onjunto �nito de datos

de la fun
ión 
on una separa
ión equidistante si la fun
ión es de banda limitada y la

an
hura de esta es menor que la mitad de la fre
uen
ia de muestreo.

Cuando elegimos las 
ondi
iones de forma que la respuesta a la pregunta de antes

es a�rmativa, 
omo es el 
aso de los datos pro
edentes de misiones 
omo CoRoT o

Kepler, deberíamos poder estudiar todas las propiedades de la fun
ión subya
ente

in
luso las que 
on
iernen a los límites en un punto de la fun
ión. Sobra de
ir que

ex
luimos de esta argumenta
ión los eventos singulares que no son propios de la señal

sino de artefa
tos.

Di
ho todo esto, estamos interesados ahora en una propiedad que se rela
iona


on la forma en que los puntos de una se
uen
ia dis
reta pueden ser extrapolados

para reprodu
ir 
on exa
titud la fun
ión 
ontinua subya
ente (en adelante omitire-

mos el adj.subya
ente). Esta propiedad, que está intrínse
amente rela
ionada 
on la

analiti
idad de la fun
ión, es lo que llamamos la 
one
tividad de los datos.

Normalmente para estudiar la 
ontinuidad de una fun
ión en un punto hallamos

los límites laterales y 
omprobamos que 
onvergen al mismo valor y que este es el

valor de la fun
ión en ese punto. De una forma similar, dado un punto de una

se
uen
ia dis
reta podemos 
al
ular una extrapola
ión adelante usando los datos que

le pre
eden, y a la vez una extrapola
ión atrás a partir de los datos posteriores, y


omprobar si ambas extrapola
iones 
onvergen ha
ia el mismo valor y si 
oin
ide 
on

el valor del punto de la se
uen
ia sele

ionado.

Podemos generalizar di
iendo que la se
uen
ia dis
reta generada a partir de la

fun
ión 
ontinua es una se
uen
ia esto
ásti
a 
on una parte determinista que puede

tener una estru
tura de tipo os
ilatorio, que es pre
isamente la señal en la que estamos

interesados. De he
ho, es el Teor. de des
omposi
ión de Wold (Wold, 1938) el que

nos asegura que esto sea así al estable
er que 
ada pro
eso esta
ionario puede ser

representado siempre mediante un pro
eso esto
ásti
o que posee una 
omponente

puramente determinista 
omo se 
omentó en la primera parte de la memoria.

Ahora bien, la 
omponente aleatoria que 
ontiene el pro
eso esto
ásti
o podría


ompli
ar el análisis de la 
one
tividad de los datos debido a que las señales de tipo

aleatorio no son 
ontinuas en un sentido estri
to, pero la generaliza
ión anterior nos

permite ha
er uso de un importante teorema matemáti
o para demostrar la 
onsisten-


ia del método que proponemos para estudiar la analiti
idad de la fun
ión subya
ente.
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7.1 Cone
tividad

El Teor. de Continuidad de Kolmogorov (Revuz and Yor, 1999), que se apli
a

a series esto
ásti
as, permite extender propiedades a toda la serie a partir de un


onjunto �nito de datos. Di
ho de otro modo, según este teorema, propiedades 
omo la

diferen
iabilidad, 
uya determina
ión requiere 
ono
er datos in�nitamente 
er
anos y

no pueden ser determinadas mediante las de�ni
iones 
lási
as en pro
esos esto
ásti
os,

pueden extenderse a partir de un número �nito de muestreos de la serie esto
ásti
a. La

extensión de las propiedades es posible siempre que se satisfagan 
iertas 
ondi
iones

sobre los momentos estadísti
os de los in
rementos de los datos que garantizan la

separabilidad.

Bási
amente estas 
ondi
iones se 
umplen 
uando los momentos de los in
rementos

varían 
omo mu
ho 
omo una ley de poten
ias. Ya que esto es lo esperado para el tipo

de datos que usamos en astrosismología, estas propiedades pueden estudiarse en las

series temporales que analizamos a pesar de la 
omponente aleatoria. No se espera,

por tanto, que la 
omponente aleatoria de los datos 
omplique la 
ara
teriza
ión de

la fun
ión 
ontinua a través de las 
one
tividades.

7.1.2 De�ni
ión

La argumenta
ión anterior nos asegura la 
onsisten
ia del método des
rito de forma


ualitativa más arriba. Ahora vamos a una de�ni
ión más formal de la propiedad que

hemos llamado 
one
tividad Cn de un punto Xn de la se
uen
ia dis
reta muestreada

de la fun
ión F (x).

Cn = ǫfn − ǫbn , (7.1)

donde Xf
n y Xb

n son las predi

iones por delante y detrás del punto Xn respe
ti-

vamente, y ǫfn, ǫbn, son los errores de di
has predi

iones.

ǫfn = xfn − xn

ǫbn = xbn − xn . (7.2)

A partir de esta de�ni
ión se puede expresar una aproxima
ión a la 
ondi
ión de

derivabilidad en un punto para F (xn):

xbn − xn+1

∆t
=

xfn − xn−1

∆t
(7.3)

donde ∆t es el intervalo de muestreo de la se
uen
ia. Es fá
il ver a partir de estas

e
ua
iones que la 
one
tividad es una propiedad intrínse
amente rela
ionada 
on el
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on
epto de derivabilidad. La aproxima
ión numéri
a a la derivada en un punto Dn

en xn puede expresarse 
omo:

Dn =
Cn + xn+1 − xn−1

2∆t
(7.4)

que se redu
e a la típi
a derivada en un punto (Burden and Faires, 2011) para datos

dis
retos 
uando Cn = 0. Cuando las 
one
tividades no son 
ero sino valores distribui-

dos aleatoriamente de manera independiente, la derivada todavía puede 
onsiderarse

bien de�nida. En ese 
aso las 
one
tividades pueden 
onsiderarse simplemente las

desvia
iones de la derivada en ese punto. De lo 
ontrario, la 
ondi
ión de derivabili-

dad no se 
umpliría.

7.1.3 El 
oe�
iente de no-diferen
iabilidad de una fun
ión

En su artí
ulo de 1923 titulado �Di�erential Spa
e�, Norbert Wiener (1923) aborda

el estudio de pro
esos esto
ásti
os gausianos 
omo el movimiento browniano a través

del fun
ional que des
ribe la traye
toria en un espa
io que se 
onsidera de dimen-

sión in�nita por ser esta muy grande. Sin embargo, el espa
io que él llama espa
io

diferen
ial no es el espa
io de posi
iones sino el de las 
antidades

x1 = f(
1

n
)− f(0)

x2 = f(
2

n
)− f(

1

n
)

...xk = f(
k

n
)− f(

k − 1

n
)

xn = f(1)− f(
n− 1

n
) .

donde los f( 1n), ..., f(
k
n ), ..., f(1) son las dimensiones del fun
ional f(t) del pro
eso

que se estudia. Así pues, Wiener obtiene el siguiente resultado fundamental:

La probabilidad de que

lim
n→∞

n
∑

1

f(
k

n
)− f(

k − 1

n
)
2

= 0 (7.5)

para una fun
ión 
ontinua de varia
ión total limitada T sobre el intervalo [0, 1], y

en parti
ular, 
uando f(t) posee una derivada a
otada en ese intervalo 
errado.

De este modo, el límite de arriba puede 
onsiderarse 
omo una espe
ie de 
oe�-


iente de no-diferen
iabilidad de f .

Ahora bien, volviendo al 
aso que nos o
upa, el fun
ional f(t) se puede 
onsiderar

en nuestro 
aso un ve
tor ‖X‖ de valores en tiempos dis
retos de las observa
iones,
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donde X(t) es nuestra serie temporal. En S
hwarzenberg-Czerny (2003), por ejemplo,

S
hwarzenberg-Czerny estudia la estadísti
a de las series temporales en astronomía

a partir de la ortogonalidad de los 
omponentes de ese ve
tor n-dimensional ‖X‖.
Siguiendo la analogía 
on el fun
ional de Wiener, podríamos 
onsiderar que el resul-

tado anterior se puede apli
ar a nuestras series temporales también para estudiar la

diferen
iabilidad de estas.

Así pues, nuestro test in
luye además del 
ál
ulo de las 
one
tividades el estudio

de la tenden
ia asintóti
a de la suma de los 
uadrados de las Cn 
on el número de

puntos n usados para 
al
ular las 
one
tividades.

Cabe men
ionar, que el artí
ulo de Wiener, es un resultado que se des
ono
ía a

priori a la hora de realizar este trabajo de tesis, pero se ha
e una men
ión espe
ial en

éste apartado dado el paralelismo de los resultados a los que se ha llegado de manera

independiente.

Ahora para 
al
ular las 
one
tividades, las extrapola
iones requieren de un mod-

elado de los datos de forma paramétri
a. Para ello ha
emos uso de 2 aproxima
iones

que veremos en el próximo apartado: los splines y métodos autoregresivos de media

móvil (ARMA).

7.2 Métodos

7.2.1 Splines

Para hallar las predi

iones ha
ia adelante y ha
ia atrás tenemos que usar un mo-

delo que pueda aproximar arbitrariamente bien las fun
iones 
ontinuas. El Teor. de

Stone-Weierstrass (Royden, 1988) estable
e que una fun
ión uniformemente 
ontinua

en un intervalo 
errado [a,b℄ puede ser aproximada arbitrariamente bien, es de
ir, 
on

toda la pre
isión que se desee, por un polinomio de grado n, donde en es un número

natural. Enton
es, la fun
ión 
ontinua entera puede expresarse 
omo una fun
ión

polinómi
a a trozos. No obstante, las fun
iones polinómi
as a trozos tienen un pro-

blema, el fenómeno de Runge, que se 
ara
teriza por mostrar unas os
ila
iones en los

extremos de una fun
ión, esto es similar a lo que o
urre 
on el fenómeno de Gibbs en

la aproxima
ión de Fourier.

Otro punto 
ru
ial aquí es que los polinomios a trozos son fun
iones 
ontinuas que

no ne
esariamente tienen que ser analíti
as ya que pueden tener problemas 
on las

derivadas de orden alto. Enton
es, en lugar de elegir los polinomios para modelar la

fun
ión, elegimos splines, es de
ir, una fun
ión de�nida a trozos de polinomios suaves.

Esta 
ondi
ión adi
ional que es la suavidad de la fun
ión, garantiza la analiti
idad de

la extrapola
ión y por tanto la 
onvergen
ia de su desarrollo en serie de Fourier. Al
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mismo tiempo, se resuelve el problema del fenómeno de Runge ya que este desapare
e

al usar fun
iones suaves.

De�nido bajo estas 
ondi
iones el problema se presenta de forma muy general de

modo que todas las 
onse
uen
ias derivadas no sólo se apli
an fun
iones polinómi-


as. Si podemos ajustar arbitrariamente bien la fun
ión 
ontinua 
on un modelo

parámetri
o de splines la 
ondi
ión para el análisis armóni
o que es la 
ondi
ión de

analiti
idad, se 
umple. De lo 
ontrario, la 
onvergen
ia de las series de Fourier no

está garantizada para la fun
ión 
ontinua.

La aproxima
ión 
on splines nos da una informa
ión esen
ial sobre propiedades

lo
al de la fun
ión 
ontinua que genera la se
uen
ia dis
reta observada 
omo son la

diferen
iabilidad. Pero podemos obtener una per
ep
ión más profunda sobre el origen

físi
o de di
has propiedades si 
omparamos los resultados 
on los que se obtienen al

ha
er uso de otra aproxima
ión que no se base en fun
iones analíti
as, es de
ir, que sea


apaz de ajustar la fun
ión 
ontinua también en el 
aso de que esta no sea analíti
a.

Los modelos autoregresivos, aunque son de difí
il interpreta
ión, nos propor
ionan esa

base ya que el ajuste que propor
ionan siempre puede redu
ir los datos a una serie

de valores aleatorios estri
tamente independientes, de modo que modelizan todas las

propiedades presentes en los datos.

7.2.2 ARMA

La segunda aproxima
ión que usamos para la predi

ión ha
ia adelante y ha
ia atrás

de 
ada punto para 
al
ular las 
one
tividades son modelos ARMA (Box and Jenkins,

1976) (estos fueron de�nidos anteriormente en el Cap. II). Al igual que 
on el modelado

de splines, la pre
isión de las extrapola
iones que se llevan a 
abo mediante modelos

ARMA depende del número de datos del segmento modelado. Pero además. las

extrapola
iones ARMA dependen de 2 parámetros: los órdenes p y q, que son el

número de 
oe�
ientes autoregresivos y el número de 
oe�
ientes de media móvil,

respe
tivamente.

Por lo general, un modelo ARMA puede reprodu
ir una fun
ión seno 
on sólo 3

términos y 
onforme el número de 
omponentes de fre
uen
ia aumenta el número de

términos ne
esarios del modelo ARMA para reprodu
ir la señal aumenta de manera


orrespondiente.

El algoritmo usado para 
al
ular los modelos ARMA se basa en una minimiza
ión

de los residuos y por tanto, es insensible a la �e
ha del tiempo (S
argle, 1990). Sin

embargo, extrapolamos sólo un punto 
ada vez y los segmentos de datos modelados

son su�
ientemente 
ortos 
omo para poder estimar las derivadas sin que la dire

ión

del tiempo introduz
a un sesgo en los resultados. Por otro lado, la invarian
ia a la

�e
ha del tiempo nos permite 
al
ular las extrapola
iones ha
ia atrás simplemente
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invirtiendo la matrix de la extrapola
ión ha
ia adelante para el segmento de datos

posteriores al punto en 
uestión.

Para hallar las extrapola
iones ARMA usamos un algoritmo iterativo que involu-


ra los siguientes pasos:

1. Identi�
a
ión del orden ini
ial del modelo - afe
ta prin
ipalmente a la velo
idade

de 
onvergen
ia.

2. Cál
ulo de los parámetros usando un algoritmo de optimiza
ión dados los ór-

denes para las 
ontribu
iones AR y MA del modelos.

3. Evalua
ión de la validez del modelo basada en la bondad del ajuste en las

extrapola
iones ha
ia atrás y adelante. El algoritmo empieza de nuevo 
on los

nuevos valores de los órdenes in
rementados hasta que se al
anza un mínimo en

los residuos.

Cabe men
ionar aquí, �nalmente, que a pesar de tener una difí
il interpreta
ión

físi
a los modelos ARMA tienen una serie de ventajas sobre los modelos que parten

de una des
omposi
ión en fun
iones de forma - 
errada. Al 
ontrario de té
ni
as


omo las de Fourier, los métodos autoregresivos no usan ninguna forma de expresión

analíti
a. Así pues, la des
omposi
ión de Fourier es util para la des
rip
ión de pro
esos

periódi
os 
on una varia
ión no-periódi
a pequeña ya que la expansión en series de

Fourier de una fun
ión periódi
a es �nita. Pero 
uando estamos modelando todos

los aspe
tos de una fun
ión y algunos de esos aspe
tos son rasgos no-periódi
os 
uya

expansión en series de Fourier puede ser in�nita, puede ser más apropiado el uso de

métodos autoregresivos.

En el próximo 
apítulo nos dedi
aremos a apli
ar los métodos des
ritos aquí a


asos de estudio en astrosismología.

109



7. EL MÉTODO DE LAS CONECTIVIDADES

110



Capı́tulo 8

Analiti
idad de las series observadas

�I turn away with fear and horror from the lamentable plague

of 
ontinuous fun
tions whi
h do not have derivatives...�

Hermite, letter to Stieltjes, 20 de mayo de 1893

Probamos a 
ontinua
ión la metodología introdu
ida en el 
apítulo anterior usando

datos obtenidos mediante distintos satélites (CoRoT, Kepler, y SoHO) para estrellas

pulsantes de diferentes 
ara
terísti
as (Pas
ual-Granado et al., 2014). Con
retamente

estudiamos la analiti
idad de las 
urvas de luz de las siguientes estrellas:

Nombre Tipo de pulsante Tipo de medida Instrumento Referen
ia

HD174936 δ S
t fotometría CoRoT

Gar
ía Hernández et al. (2009)

KIC 006187665 híbrida δ S
t/γ Dor fotometría Kepler

Uytterhoeven et al. (2011)

El Sol solar-like vel. radiales SoHO/GOLF

Gar
ía et al. (2005)

HD181072 Constante fotometría CoRoT

Degroote et al. (2009)

Tabla 8.1: Resumen de las estrellas analizadas.

Para la estrella HD174936 hemos realizado además, el test de analiti
idad so-

bre un modelo analíti
o que 
onstruimos basándonos en el 
ontenido en fre
uen
ias

publi
ado en Gar
ía Hernández et al. (2009). Comparando los resultados 
on el mo-

delo analíti
o hallado mediante té
ni
as 
lási
as de Fourier podemos 
omprobar si

propiedades de la 
urva de luz original 
omo la analiti
idad son reprodu
ibles en el

modelo así 
onstruido, evaluando de este modo la validez del desarrollo en series de

Fourier de las 
urvas de luz.
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8.1 HD174936

Esta estrella representa un 
aso paradigmáti
o de los retos que surgen al tratar de

en
ontrar una interpreta
ión físi
a de las 
urvas de luz estelares mediante un análisis

de Fourier. En Gar
ía Hernández et al. (2009), 
on un límite bastante 
onservador en

señal-ruido, en
ontraron que la 
urva de luz de esta estrella presenta 422 fre
uen
ias

signi�
ativas. Sin embargo, ninguno de los modelos estudiados predi
e el intervalo


ompleto de fre
uen
ias hallado en las observa
iones mediante té
ni
as de Fourier.

Entre las distintas hipótesis propuestas para expli
ar esta dis
ordan
ia entre teoría

y observa
iones, Kallinger (Kallinger and Matthews, 2010) propuso que la mayoría

de los pi
os en el espe
tro de Fourier son 
ausados por un ruido 
oloreado de fondo

debido a la granula
ión, y determinaron que menos de 100 fre
uen
ias son debidas a

pulsa
iones después de eliminar una fun
ión de ley de poten
ias al espe
tro.

Este pro
edimiento pare
e reprodu
ir bien la densidad de fre
uen
ias que se es-

peran teóri
amente pero no deja de ser una hipótesis que no tiene una rela
ión 
on-

trastada 
on el origen físi
o de las fre
uen
ias y, de he
ho, no existe un modelo de la

granula
ión para este tipo de estrellas que justi�que usar di
ho pro
edimiento.

Dadas las pe
uliaridades del espe
tro de esta estrella, y puesto que es una estrella

que se ha estudiado bien en la literatura, se ha sele

ionado 
omo 
aso de estudio

prin
ipal para nuestras pruebas. No obstante, es importante desta
ar aquí que este

es sólo uno de los múltiples 
asos en que los análisis de objetivos observados por los

satélites CoRoT y Kepler han mostrado mu
has más fre
uen
ias de las esperadas.

8.1.1 Modelo analíti
o para HD174936

Este modelo se 
onstruye usando las amplitudes, fre
uen
ias y fases de las 422 fre-


uen
ias halladas mediante té
ni
as 
lási
as de Fourier y ajustadas a una expansión

en series de Fourier de la forma:

xa(ti) =
n
∑

i=1

Ai cos(2π νjti + φj) +Nb
(8.1)

donde Ai, νj , y φj representan respe
tivamente las amplitudes observadas, las

fre
uen
ias, y las fases. El término Nb
representa el ruido blan
o de�nido 
omo

una distribu
ión normalizada es
alada a los datos teniendo en 
uenta la propor
ión

señal-ruido de Gar
ía Hernández et al. (2009)

Nw =< σN > (8.2)

En la Fig. 8.1 
omparamos la 
urva de luz original de CoRoT 
on una realiza
ión

del modelo analíti
o que a
abamos de des
ribir.
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Figura 8.1: Segmento de 1000 puntos de la 
urva de luz de la estrella HD174936. El

panel superior muestra una realiza
ión del modelo analíti
o que ajusta la 
urva de luz

de esta estrella. El panel inferior muestra los datos originales tomados por CoRoT.

Además de este modelo hemos de�nido también un segundo modelo analíti
o en

el que añadimos al término de ruido blan
o una 
omponente de ruido 
oloreado. Así

pues el segundo modelo analíti
o queda expresado 
omo

xa(ti) =

n
∑

i=1

Ai cos(2π νjti + φj) +Nb +Nnb
(8.3)

y la 
omponente de ruido 
oloreado se 
al
ula 
omo

Nnb = F
−1[Ñnb] (8.4)

donde Ñnb
se de�ne en el dominio transformado 
omo

Ñnb =

[∣

∣

∣

∣

∣

m
∑

k=1

ak

1 +

(

ν

bk

)ck

∣

∣

∣

∣

∣

]1/2

eiθ (8.5)

siendo ak y bk parámetros libres que se ajustan. Los valores de ck = 4 y m = 2 se

adoptaron siguiendo a Kallinger and Matthews (2010). Este ruido se 
al
uló ha
iendo

las fases θ igual a una distribu
ión aleatoria uniforme en el intervalo [−π, π℄. La 
urva

de luz así 
onstruida se supone originada por los modos normales de os
ila
ión de la

estrella pulsante mas el ruido de granula
ión modelado 
omo turbulen
ia 
onve
tiva

(Harvey, 1985).
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8.1.2 Análisis de las 
one
tividades

Como se expli
ó en el Cap. 7 el primer paso para el modelado ARMA 
onsiste en la

identi�
a
ión de los órdenes del modelo. Tras iterar el algoritmo hasta obtener los

errores de predi

ión mínimos obtuvimos que p = 20 y q = 1 son los órdenes óptimos

para modelar la 
urva de luz de HD174936. Enton
es 
al
ulamos las 
one
tividades

mediante el modelo ARMA(20,1) y mediante polinomios splines. Los datos de CoRoT

tienen hue
os 
ausados por el paso del satélite por la Anomalía Sur Atlánti
a (SAA)

que o
urre 2 ve
es al día (Samadi et al., 2007). Para evitar ha
er 
orre

iones se-

le

ionamos un segmento de la 
urva de luz de 1000 puntos (0.37 días) que 
are
e

de hue
os y outliers y lo normalizamos estadísti
amente. A 
ontinua
ión hallamos

las 
one
tividades para 
ada punto modelando 80 datos 
ada vez: 40 puntos para las

extrapola
iones adelante y 40 puntos para las extrapola
iones ha
ia atrás.

Como puede verse en las Figs. 8.2 y 8.3 las 
one
tividades spline tienen una dis-

persión mu
ho mayor que las 
one
tividades ARMA, 
on un efe
to más dramáti
o en

el 
aso de los datos de CoRoT. Por otro lado, a pesar de los valores grandes de las


one
tividades spline para el modelo analíti
o, no se ha podido hallar una 
orrela
ión


on los datos originales de modo que se puede suponer que los valores en
ontrados

se deben al error de predi

ión de la aproxima
ión spline en este 
aso, que disminuye


uando el número de puntos usados durante el modelado aumenta. El aspe
to más

desta
able sobre las 
one
tividades splines resulta en el 
aso de los datos originales

de CoRoT. En ese 
aso éstas presentan una 
lara 
orrela
ión 
on los datos originales

(
f. Fig. 8.2). El mismo efe
to puede ser observado también en las 
one
tividades

ARMA pero la es
ala es 5 ve
es menor. Este resultado sugiere que el 
omportamiento

de estos datos no puede ser modelado por polinomios spline.

Los resultados del análisis de 
one
tividades para el segundo modelo analíti
o

de�nido en el apartado anterior se muestran en la Fig. 8.4. En este 
aso hemos su-

perpuesto las 3 series sobre un mismo grá�
o para que se puedan apre
iar mejor las

diferentes es
alas. De este modo es posible notar que añadiendo una 
omponente de

ruido 
oloreado al modelo los resultados obtenidos para las 
one
tividades no se ajus-

tan mejor a los que se obtienen 
on los datos originales. De he
ho, las 
one
tividades

se redu
en respe
to al primer modelo estudiado, indi
ando que el segundo modelo aún

se ajusta peor al análisis de 
one
tividades de los datos originales. Esto es 
omprensi-

ble ya que, por lo general, las �u
tua
iones que introdu
e un ruido 
oloreado son más

suaves que las del ruido blan
o y por tanto deben afe
tar menos a la diferen
iabilidad.
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Figura 8.2: Cone
tividades de la 
urva de luz de la estrella HD174936. En el panel

superior se muestran las 
one
tividades 
al
uladas 
on la aproxima
ión ARMA, en el

panel intermedio se muestran las 
one
tividades spline, y en el panel inferior los datos

originales de CoRoT para su 
ompara
ión. Nótense las diferentes es
alas.
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Figura 8.3: Cone
tividades para el modelo analíti
o-1 de la 
urva de luz de HD174936.

En el panel superior se muestran las 
one
tividades 
al
uladas 
on la aproxima
ión

ARMA, en el panel intermedio se muestran las 
one
tividades spline, y en el panel

inferior una realiza
ión del modelo analíti
o para su 
ompara
ión. Nótense las diferentes

es
alas.
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Figura 8.4: Cone
tividades para el modelo analíti
o-2 de la 
urva de luz de HD174936.

En rojo se muestran las 
one
tividades 
al
uladas 
on la aproxima
ión ARMA, en verde

se muestran las 
one
tividades spline, y en azul los puntos 
orrespondientes a una real-

iza
ión de este modelo.

8.1.3 SSE

Estudiamos ahora 
omo varía la suma del 
uadrado de las 
one
tividades - aquí lla-

mada SSE (del inglés �Sum of the Square Errors�) por la similitud de éstas 
on los

residuos - 
on el número de puntos suministrados al modelo que se ajusta. Es de
ir,

evaluamos la tenden
ia asintóti
a de la SSE 
on n.

La pre
isión de las predi

iones depende del número de puntos usados para hallar

los modelos, de forma que para un modelo que se puede ajustar arbitrariamente bien,


omo es el 
aso de los splines 
uando se ajustan fun
iones analíti
as (ver Cap.7.2.1),

se espera que esta suma tienda a 
ero o a un valor �nito 
er
ano a 
ero. Por tanto,

este 
oe�
iente que llamamos SSE está intrínse
amente rela
ionado 
on el 
oe�
iente

de no-diferen
iabilidad de una fun
ión des
rito por Wiener (1923).

En la Fig. 8.5 estudiamos 
omo este 
oe�
iente 
ambia 
on el número de puntos

(Np) usados para el modelado en 
ada 
aso: 
one
tividades spline o ARMA, y modelo

numéri
o o datos de CoRoT. La 
urva empieza en Np = 30 ya que 
on menos datos

no es posible 
al
ular el modelo ARMA(20,1) usado para este estudio.

Lo primero que puede notarse en el grá�
o 
orrespondiente a los datos de CoRoT

(panel superior) es la tenden
ia asintóti
a ha
ia 
ero del SSE 
al
ulado mediante la

aproxima
ión ARMA. Esto signi�
a que suministrando su�
ientes datos al modelo

ARMA(20,1) este ajusta ade
uadamente la serie de datos. En el 
aso de la aproxi-

ma
ión splines la tenden
ia asintóti
a es ha
ia un valor �nito signi�
ativamente dis-

tinto de 
ero además de mostrar una serie de os
ila
iones que pare
en indi
ar que

no se están ajustando todas las varia
iones periódi
as de la señal. Así pues, para los
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Figura 8.5: Tenden
ia asintóti
a del 
oe�
iente SSE 
on el número de puntos Np a

partir de las 
one
tividades ARMA (en rojo), y las 
one
tividades spline (en azul) para

los datos de CoRoT(panel superior) y para el modelo analíti
o-1 (panel inferior).

datos de CoRoT la aproxima
ión ARMA que ajusta fun
iones no analíti
as fun
iona

mu
ho mejor que los splines, que sólo ajustan fun
iones analíti
as. Esto indi
a que la

fun
ión que subya
e a la serie de CoRoT no es una fun
ión analíti
a.

En el panel inferior podemos apre
iar que los resultados del SSE para el modelo

analíti
o son muy distintos a los de la serie de CoRoT. La aproxima
ión de splines

tiende a un valor 
er
ano mu
ho más 
er
ano a 
ero para el modelo analíti
o porque

puede ajustar arbitrariamente bien una fun
ión que no tenga problemas de diferen-


iabilidad, y este modelo se ha 
onstruido 
on fun
iones de este tipo. Por otro lado, la

SSE que el modelo ARMA(20,1) produ
e evolu
iona de forma irregular y no tiende en

absoluto ha
ia 
ero. Esto es de esperar teniendo en 
uento el 
ontenido en fre
uen
ias

de este modelo. En efe
to, si un modelo ARMA(2,0) representa fun
ión armóni
a

sen
illa 
omo un 
oseno, enton
es un modelo ARMA(20,1), que tiene 21 parámetros

sólo puede ajustar pobremente una fun
ión 
on 422 fre
uen
ias presentes, 
omo es el


aso de nuestro modelo analíti
o. En de�nitiva, el modelo analíti
o 
onstruido es una

fun
ión 
on un 
ontenido en fre
uen
ias que no puede ajustar el modelo ARMA que

mejor ajusta los datos originales de CoRoT y es además, a diferen
ia de la fun
ión

que subya
e a los datos de CoRoT, una fun
ión analíti
a, prueba de ello es que la

aproxima
ión splines puede ajustarse arbitrariamente bien a este modelo.

Para el modelo analíti
o-2 
on el ruido 
oloreado añadido a los datos sintéti
os


al
ulamos de nuevo las 
one
tividades y la varia
ión del SSE 
on el número de puntos

obteniendo resultados bastante similares a los anteriores (ver Fig. 8.6). Este resultado

es 
oherente ya que añadiendo más 
omplejidad al modelo analíti
o sólo se puede ha
er

más difí
il de ajustar los datos 
on la aproxima
ión ARMA(20,1) de modo que las
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Figura 8.6: Tenden
ia asintóti
a del 
oe�
iente SSE 
on el número de puntos Np a

partir de las 
one
tividades ARMA (en rojo), y las 
one
tividades spline (en azul) para

el modelo analíti
o-2


one
tividades y los SSE di�eran más aún de las 
one
tividades de las observa
iones.

No obstante, es interesante observar en la Fig. 8.6 que el ruido 
oloreado no di�
ulta

el ajuste mediante splines llegándose a un valor muy 
er
ano a 
ero hasta donde se

ha 
al
ulado el 
oe�
iente SSE, es de
ir, Np = 130.

Los resultados obtenidos en esta se

ión muestran una diferen
ia signi�
ativa entre

los datos originales de CoRoTy el modelo analíti
o. Para profundizar más sobre el

origen de la dis
repan
ia en
ontrada entre modelos y observa
iones seguiremos un

tratamiento similar 
on las otras estrellas.

8.2 KIC 006187665

Para des
artar posibles efe
tos instrumentales el objetivo ahora es 
omparar las 
one
-

tividades de diferentes series de datos observadas para otras estrellas y 
on diferentes

instrumentos. Por tanto, nos limitamos a partir de ahora al estudio de las 
one
tivi-

dades de series de datos reales y no de modelos.

En esta se

ión ha
emos uso de una serie de datos 
on un muestreo 
orto (60

segundos) que fue obtenido para la estrella KIC 006187665 por el satélite Kepler

(Gilliland et al., 2010) (quarter Q2.2). Esta estrella ha sido 
lasi�
ada 
omo una

híbrida Gdor/DS
ut en Uytterhoeven et al. (2011), donde además, mediante un análi-

sis de Fourier de la 
urva de luz se hallaron 659 pi
os signi�
ativos, 
on 184 de ellos

en el rango de las pulsa
iones de tipo γ Dor o δ S
t.

Aunque la 
antidad de informa
ión o 
ontenido en fre
uen
ias de los datos que

el modelo ARMA puede ajustar está limitada por sus órdenes, para este 
aso y para

los siguientes que analizaremos aquí usamos los mismos órdenes que para el modelo
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Figura 8.7: Cone
tividades de la 
urva de luz de la estrella KIC 006187665. En el

panel superior se muestran las 
one
tividades 
al
uladas 
on la aproxima
ión ARMA,

en el panel intermedio se muestran las 
one
tividades spline, y en el panel inferior los

datos originales de Kepler para su 
ompara
ión. Nótense las diferentes es
alas.

analíti
o de la estrella HD174936, es de
ir, p = 20 y q = 1, ya que estamos más

interesados en las diferen
ias observadas usando las 
one
tividades que en ajustar el

modelo más pre
iso a los datos. Además, para ha
er la 
ompara
ión más 
onsistente

normalizamos estadísti
amente todas las series antes de apli
ar ninguna de las té
ni
as


omentadas.

La situa
ión que apare
e en la Fig. 8.7 es similar a la que en
ontramos para la

estrella HD174936, donde las 
one
tividades spline están 
orreladas 
on la señal y las


one
tividades ARMA muestran una estru
tura aleatoria 
asi independiente 
on una

aparente no 
orrela
ión.

8.2.1 SSE

Nuevamente hemos hallado la tenden
ia asintóti
a de la SSE hallada mediante las 2

aproxima
iones que utilizamos para 
al
ular las 
one
tividades. Puede apre
iarse en

la Fig. 8.8 que la tenden
ia entre Np = 30 y Np = 500 es similar a la observada en el


aso anterior salvo pequeñas diferen
ias. En este 
aso y en los siguientes, 
ompletamos

el análisis de 
one
tividades estudiando la representa
ión de estas en el dominio de

fre
uen
ias para 
ara
terizar la 
orrela
ión que surge entre estas y la serie original.

Para ello, basándonos en la propia metodología introdu
ida, 
omprobamos que las


one
tividades son sus
eptibles de ser analizadas en el dominio de las fre
uen
ias

estudiando primero las 
one
tividades de orden 2, esto es, las 
one
tividades de las


one
tividades.
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Figura 8.8: Tenden
ia asintóti
a del 
oe�
iente SSE 
on el número de puntos Np a

partir de las 
one
tividades ARMA (en rojo), y las 
one
tividades spline (en azul) para

los datos de la estrella KIC 006187665.

8.2.2 Cone
tividades de orden 2

La analiti
idad, entendida 
omo diferen
iabilidad in�nita, garantiza la 
onvergen
ia

de la expansión en serie de Fourier de una fun
ión ha
iendo posible de ese modo el

análisis de Fourier. La prueba de analiti
idad aquí des
rita indi
a la diferen
iabilidad

de la fun
ión subya
ente a una serie temporal dada. Considerando las 
one
tividades


omo una nueva serie temporal, la apli
a
ión de esta prueba a éstas nos informa

sobre su propia diferen
iabilidad. Enton
es, si las 
one
tividades de segundo orden

(
one
tividad de la 
one
tividad hallada mediante la aproxima
ión splines) son in-

dependientes y 
on una distribu
ión aleatoria gausiana, las 
one
tividades de primer

orden serán diferen
iables. Es legítimo, por tanto, 
uando esto o
urre llevar a 
abo

un análisis de Fourier de las propias 
one
tividades.

Al 
ontrario que las 
one
tividades de primer orden, las de segundo orden (
f.

Fig. 8.9) muestran una distribu
ión aleatoria típi
a de un ruido blan
o 
on distribu
ión

gausiana. Así pues las 
one
tividades de primer orden resultan ser diferen
iables y

podemos 
on
luir aquí que las té
ni
as de Fourier pueden ser apli
adas para estudiar

la forma de éstas en el espa
io de fre
uen
ias.

8.2.3 Análisis espe
tral de las 
one
tividades

Comparamos ahora el espe
tro de las 
one
tividades 
on el de la serie original. Para


al
ular los espe
tros utilizamos 
onjuntos de datos de un tamaño mayor que para el

análisis de 
one
tividades para tener una mejor resolu
ión espe
tral. Así, tomamos
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Figura 8.9: Cone
tividades splines de orden-2 (panel inferior) y 
one
tividades spline

de orden-1 (panel superior) para la estrella KIC 006187665.

10000 puntos de la serie original teniendo en 
uenta que estos datos no tengan prob-

lemas de saltos ni hue
os. Usamos unidades arbitrarias para amplitudes y fre
uen
ias

ya que, más que la densidad espe
tral de poten
ias, nos interesa estudiar las 
orrela-


iones y para ello no es ne
esario usar unidades físi
as.

En el 
aso de las 
one
tividades ARMA (panel superior de la Fig. 8.10), pese a

que el espe
tro no llega a ser 
ompletamente plano (
omo sería de esperar en el 
aso

ideal de un ruido blan
o), puede verse que la magnitud de las 
one
tividades es unas

40 ve
es inferior a la de las halladas 
on la aproxima
ión de splines. Consideramos

que las amplitudes de los pi
os que apare
en no son signi�
ativas y el espe
tro es

aproximadamente el de una serie no 
orrelada.

Por otro lado, vemos que en el 
aso de las 
one
tividades splines el espe
tro pre-

senta una estru
tura en el rango de bajas fre
uen
ias muy similar a la del espe
tro de

la serie original. Además, apare
e también una estru
tura periódi
a que aumenta de

amplitud 
onforme 
re
en las fre
uen
ias. Estas periodi
idades apare
en a 
ausa de

los lóbulos de un alias 
er
ano a la fre
uen
ia de Nyquist introdu
ido por la propia

aproxima
ión splines. En efe
to, dada la generaliza
ión que hemos he
ho a la aproxi-

ma
ión numéri
a de derivada que hemos introdu
ido en 7.4, las 
one
tividades pueden

expresarse 
omo

Cn = (2∆t).

[

Dn − xn+1 − xn−1

2∆t

]

(8.6)

donde el 
o
iente que apare
e en el lado dere
ho de la e
ua
ión es la expresión
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Figura 8.10: Espe
tro de las 
one
tividades ARMA (panel superior), 
one
tividades

spline (panel intermedio) y de la serie original (panel inferior) de la estrella híbrida

KIC 006187665.


lási
a de la derivada numéri
a Burden and Faires (2011) y que tiene en 
uenta

los valores xn+1 y xn−1 pero no el valor intermedio xn. Lo mismo es apli
able al


ál
ulo de las 
one
tividades, que por la propia de�ni
ión tampo
o tienen en 
uenta

la derivada del valor intermedio. Esto, en el 
aso de la aproxima
ión splines tiene

el efe
to men
ionado del alias 
uando las varia
iones entre un punto y el siguiente

son grandes, ya que en ese 
aso los splines al ser fun
iones suaves no ajustan bien la

pendiente del punto xn a partir de los xn+1 y xn−1. En el 
aso de la aproxima
ión

ARMA, esto no tiene reper
usión sobre el espe
tro de las 
one
tividades ya que no se

restrigen al ajuste de fun
iones suaves y pueden asumir varia
iones grandes entre un

punto y el siguiente.

Este alias men
ionado y sus lóbulos apare
en siempre que hay varia
iones sig-

ni�
ativas entre 
ada muestreo de la fun
ión y en este 
aso o
urre así pero, 
omo

veremos, esto resulta ser el 
aso también para las demás estrellas estudiadas.

En resumen, las intrigantes propiedades observadas en la estrella HD174936 apare-


en también en esta estrella híbrida observada por Kepler, 
on lo 
ual des
artamos que

haya ningún efe
to instrumental involu
rado en este fenómeno. Teniendo en 
uenta

que las 
one
tividades están rela
ionadas 
on los residuos que resultan del modelado

paramétri
o, la similitud entre las 
omponentes de bajas fre
uen
ias del espe
tro de

las 
one
tividades spline y el espe
tro de la serie original puede verse 
omo un fenó-

meno de autosimilariedad típi
o de fra
tales. En este sentido, pare
e razonable situar

el origen de determinados fenómenos que surgen al ha
er un prewhitening de un es-

pe
tro 
omo el plateau hallado en HD 50844 (Poretti et al., 2009) o la emergen
ia de

periodos eliminados a distintas es
alas en HD 49434 (Chapellier et al., 2011), en la

falta de analiti
idad designada aquí 
omo no-
one
tividad.
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Figura 8.11: Cone
tividades de la serie de observa
iones del Sol. En el panel superior,

la aproxima
ión ARMA en negro y la aproxima
ión de splines en gris. En el panel

inferior, la serie de datos original de SoHO/GOLF para ser 
omparada.

8.3 SoHO / GOLF

Los datos usados para esta parte vienen del instrumento GOLF (Gar
ía et al., 2005)

a bordo de la misión SoHO. Este instrumento, GOLF, mide las varia
iones de velo
i-

dad radial a través del efe
to Doppler. Analizar las 
one
tividades de una serie que

proviene de otro instrumento 
on unas 
ara
terísti
as 
ompletamente distintas y una

físi
a distinta nos permitirá dis
ernir si hay algún efe
to rela
ionado 
on el tipo de

medida que in�uya en los resultados anteriores.

La Fig. 8.11 muestra los resultados para las 
one
tividades en el panel superior

y las velo
idades radiales en el panel inferior. Se representan solamente 800 puntos

para visualizar mejor las estru
turas que apare
en en las series. En el panel superior

se muestran las 
one
tividades spline en gris y en negro las 
one
tividades ARMA. La

varianza de las 
one
tividades spline es 9.35 ve
es la varianza de las 
one
tividades

ARMA.

Trataremos, a 
ontinua
ión, de ver si el estudio de la tenden
ia asintóti
a de la

SSE revela más detalle sobre el ajuste.

8.3.1 SSE

En este 
aso tanto la aproxima
ión spline 
omo la ARMA muestran una tenden
ia as-

intóti
a monótonamente de
re
iente hasta llegar a Np = 1000, pero la primera tiende

a un valor signi�
ativamente mayor que 
ero, mientras que la segunda se aproxima a


ero (
f. Fig. 8.12).
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Figura 8.12: Tenden
ia asintóti
a del 
oe�
iente SSE 
on el número de puntos Np a

partir de las 
one
tividades ARMA (en rojo), y las 
one
tividades spline (en azul) para

los datos de SoHO/GOLF.

Sin embargo, aún no podemos a�rmar que un ajuste de tipo analíti
o 
omo los

splines sea insu�
iente para la fun
ión que subya
e a los datos de SoHO/GOLF. Para

obtener una respuesta de�nitiva ha
emos un análisis espe
tral en el siguiente apartado

que nos permitirá investigar las posibles 
orrela
iones entre las series.

8.3.2 Análisis espe
tral de las 
one
tividades

A pesar de la enorme dispersión hallada en las 
one
tividades splines respe
to a las

ARMA, no se puede determinar visualmente si hay una estru
tura residual o si hay

algún tipo de 
orrela
ión entre las 
one
tividades y la serie original (
f. Fig. 8.11).

Para 
omprobar si esto es así ha
emos un análisis de Fourier de las 
one
tividades.

Puede observarse que el espe
tro de las 
one
tividades ARMA(20,1) es bastante plano

salvo algunas fre
uen
ias signi�
ativas que ha
en que el espe
tro di�era del espe
tro

plano de un ruido blan
o (Fig. 8.13, panel superior). Esto se debe al orden usado

para el modelo ARMA, que limita la pre
isión del ajuste. El espe
tro solar requiere

más parámetros para 
apturar todas las 
ara
terísti
as de la serie que en los 
asos

anteriores por ser más 
omplejo, de ahí que este modelo no sea su�
iente para un

buen ajuste pero sí es ade
audo para el estudio 
omparativo que realizamos en este


aso.

Nuevamente se apre
ia la misma estru
tura periódi
a dis
utida en el 
aso de la

estrella KIC 006187665. Este es un efe
to rela
ionado 
on la aproxima
ión utilizada

al ha
er los 
ál
ulos (splines) pero es también un efe
to intrínse
amente rela
ionado


on la señal y es, por tanto, revelador sobre el fenómeno físi
o subya
ente. Por otra
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8.4 HD181072

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
0

1000

2000

Frequencies (sample
−1

)

A
m

p
lit

u
d
e

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
0

2000

4000

A
m

p
lit

u
d
e

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
0

1000

2000

A
m

p
lit

u
d
e

Figura 8.13: Espe
tro de Fourier de las 
one
tividades ARMA (panel superior), splines

(panel medio), y espe
tro de Fourier de la serie de datos original (panel inferior) de

SoHO/GOLF.

parte, apare
e también un patrón en fre
uen
ias bajas e intermedias que 
oin
ide

aproximadamente en posi
ión y forma 
on el patrón de las os
ila
iones de 5 minutos

del Sol (ver panel inferior de la Fig. 8.13).

Los resultados que hemos hallado en este y en los anteriores apartados sugieren

una estru
tura �na en la fun
ión subya
ente de las series pro
edentes de CoRoT, Ke-

pler, y SoHO/GOLF que ha
e que esta sea no analíti
a. Hemos 
omprobado que se

obtienen resultados similares en 3 
asos de series obtenidas por instrumentos distin-

tos, originadas por obseva
iones de objetos distintos, y 
on té
ni
as diferentes. Esta

aparente ubi
uidad del fenómeno en estrellas pulsantes se 
ontrastará en el siguiente

apartado mediante el estudio de una estrella 
onstante.

8.4 HD181072

Esta es una estrella de tipo espe
tral A2 que fue observada durante el primer Long Run

de observa
iones de CoRoT y al estudiar la variabilidad fotométri
a en el seismo
ampo

de las 
ámaras de CoRoT se ha 
lasi�
ado 
omo 
onstante. La 
urva de luz de esta

estrella presenta solamente varia
iones aleatorias 
on una distribu
ión gausiana debido

al ruido fotoni
o. Este es un 
aso ideal para 
alibrar el método de las 
one
tividades

ya que al no haber otras varia
iones en la 
urva de luz la fun
ión subya
ente debe ser

una fun
ión lineal 
on pendiente 
onstante y las 
one
tividades deben tener el mismo

tipo de distribu
ión aleatoria que la serie original.

En la Fig. 8.14 se puede apre
iar que las 3 series - 
one
tividades ARMA, 
one
-

tividades spline y la serie original - presentan distribu
iones similares. Aunque las
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Figura 8.14: Cone
tividades de la serie de observa
iones de la estrella HD181072 por

el satélite CoRoT. En el panel superior se muestra la aproxima
ión ARMA, en el panel

medio la aproxima
ión de splines, y en el panel inferior, la serie de datos original para

ser 
omparada.

magnitudes de las 
one
tividades son grandes esto no supone un problema siempre que

estas se puedan asimilar a unos residuos aleatorios e independientes 
on distribu
ión

gausiana 
omo es el 
aso.

Evaluaremos, a 
ontinua
ión, la tenden
ia asíntoti
a del SSE para 
omprobar que

las 2 aproxima
iones tienen un 
omportamiento 
oherente 
on lo estable
ido en el

anterior párrafo.

8.4.1 SSE

En la Fig. 8.15 puede apre
iarse 
omo, tanto la SSE de las 
one
tividades ARMA


omo la de las 
one
tividades splines son fun
iones monótonamente de
re
ientes, lo

que 
orrobora las 
on
lusiones del apartado anterior.

Las dos grá�
as anteriores pare
en mostrar que las 
one
tividades de la 
urva

de luz de la estrella HD181072 tienen un 
omportamiento propio de una fun
ión

analíti
a. No obstante, el análisis espe
tral de las 
one
tividades nos dará una prueba

de�nitiva sobre la no-
orrela
ión de los resultados.

8.4.2 Análisis espe
tral de las 
one
tividades

Al 
omparar el espe
tro de las 
one
tividades ARMA (Fig. 8.16, panel superior) 
on

el espe
tro de la serie original (panel inferior) se observa que ambos tienen la misma

distribu
ión en fre
uen
ias, es de
ir, un espe
tro plano propio de un ruido no 
orrelado.
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Figura 8.15: Tenden
ia asintóti
a del 
oe�
iente SSE 
on el número de puntos Np a

partir de las 
one
tividades ARMA (en rojo), y las 
one
tividades spline (en azul) para

los datos de la estrella HD181072 observada por CoRoT.

En 
ambio, el espe
tro de las 
one
tividades splines (panel medio) muestra un

patrón que diferen
ia éste de los demás. No obstante, a fre
uen
ias bajas el espe
tro

resulta ser 
ompletamente plano y el patrón que domina las altas fre
uen
ias resulta

ser nuevamente una modula
ión debido a la ventana espe
tral que introdu
e la aprox-

ima
ión splines para series 
on una variabilidad alta entre muestreos. Este fenómeno

tiene una expli
a
ión 
lara en este 
aso dada la alta dispersión del ruido fotóni
o. Sin

embargo, la ubi
uidad de este fenómeno puede revelar propiedades de las 
urvas de

luz no estudiadas anteriormente.

Obviando este efe
to que domina las altas fre
uen
ias el espe
tro que resulta de

las 
one
tividades splines es plano también y podemos 
on
luir que la fun
ión que

subya
e a la 
urva de luz de la estrella HD181072 observada por CoRoT es una

fun
ión analíti
a 
uya derivada puede ser 
al
ulada numéri
amente a través de su

de�ni
ión usual de a
uerdo a la de�ni
ión dada en Eq. 7.4.

Los resultados mostrados en esta se

ión 
ontrastan 
on los anteriores y han

servido para 
alibrar el método mostrando que 
on éste podemos averiguar si la fun-


ión que subya
e a una serie temporal es analíti
a o no y en de�nitiva, 
on ello

determinar la validez del desarrollo en series de Fourier.

8.5 Dis
usión

Hemos estable
ido en esta parte de la memoria 
omo 
riterio matemáti
o que una serie

temporal debe satisfa
er para que el análisis de Fourier de la serie sea 
onsistente

su analiti
idad. Para ello hemos desarrollado un método basado en el estudio de
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Figura 8.16: Espe
tro de Fourier de las 
one
tividades ARMA (panel superior), splines

(panel medio), y espe
tro de Fourier de la serie de datos original (panel inferior) de la

estrella 
onstante HD181072 observada por CoRoT

la diferen
iabilidad de la fun
ión subya
ente por medio de las 
one
tividades entre

puntos.

La de�ni
ión de las 
one
tividades dada a través de la e
ua
ión 7.4 generaliza el


on
epto de derivabilidad de modo que la de�ni
ión usual resulta 
omo 
aso parti
-

ular 
uando la fun
ión subya
ente es diferen
iable. En ese 
aso, las 
one
tividades

se anulan por 
ompleto. Con esta de�ni
ión se puede 
onsiderar que la fun
ión es

diferen
iable también en el 
aso más 
orriente en que las 
one
tividades tengan una

distribu
ión propia de un ruido no 
orrelado, independiente y 
on distribu
ión gau-

siana.

Tanto para la estrella HD174936 
omo para KIC 006187665 y la serie de So-

HO/GOLF los resultados que muestran el estudio asintóti
o de la SSE y el análisis

espe
tral de las 
one
tividades indi
an que la fun
ión subya
ente a estas series dis
-

retas no es analíti
a y por lo tanto, la 
onvergen
ia de su expansión en series de

Fourier no está garantizada. Las 
orrela
iones entre las 
one
tividades spline y las


orrespondientes series originales son evidentes por las �guras, pero hemos 
al
ulado

además, los 
oe�
ientes de 
orrela
ión de Pearson para des
artar la hipótesis nula (no


orrela
ión).

Hallamos también los valores de probabilidad para el test de la hipótesis nula

usando una distribu
ión t-Student (ver tabla 8.2). Considerando los valores despre-


iables obtenidos para Ps, la hipótesis nula debe ser des
artada bajo 
ualquier límite

de validez 
omputable. Por otro lado, las 
one
tividades ARMA pasan el test 
on la

ele

ión estándar del límite en P < 0.05 (i.e. sólo en el 5% de los 
asos las 
one
tivi-

dades ARMA estarían 
orreladas 
on la serie original). Por tanto, podemos de
ir que
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Tabla 8.2: Coe�
ientes de 
orrela
ión de Pearson (ρ) y las probabilidades de no 
or-

rela
ión (P) aso
iadas a las 
one
tividades ARMA y splines de las series temporales

estudiadas en este trabajo. Los subíndi
es 'a' y 's' se 
orresponden a las aproxima
iones

ARMA y spline, respe
tivamente.

Serie Temporal ρa Pa ρs Ps

CoRoT 7613 -0.0075 0.8139 0.4243 5.8247e-45

Modelo analíti
o 0.0072 0.8199 8.371e-4 0.9789

KIC 006187655 -0.0257 0.4176 0.5553 5.8039e-82

SoHO/GOLF -0.0692 0.0903 0.1805 8.6429e-6

los modelos ARMA 
apturan la 
omponente no analíti
a de la señal.

Podemos des
artar efe
tos instrumentales en los resultados dado que se han anal-

izado series de datos pro
edentes de distintos instrumentos basados en té
ni
as dis-

tintas (fotometría y velo
idades radiales).

En 
on
lusión, las pruebas que hemos realizado muestran que la fun
ión subya-


ente a las series temporales de estrellas pulsantes estudiadas no es analíti
a y por lo

tanto la des
rip
ión basada en fre
uen
ias de Fourier puede ser in
orre
ta.

Terminamos ahora este 
apítulo 
one
tando los resultados 
on las 
uestiones planteadas

ini
ialmente en el Cap. 6 en torno a la teoría de distribu
iones.

En la teoría del análisis espe
tral de series temporales se muestra que un pro
eso

gausiano de 
uadrado sumable puede ser representado siempre por un modelo lineal

(Priestley, 1988). Si esta 
ondi
ión se mantiene, la expansión en serie en el dominio

de las fre
uen
ias es 
onvergente y de este modo el periodograma es un estimador


onsistente y no sesgado de la fun
ión densidad espe
tral de la señal. Cuando esto no

o
urre, 
omo es el 
aso de las series temporales estudiadas en este 
apítulo, el perio-

dograma es un estimador in
onsistente del espe
tro de la señal. Por otro lado, dado

que la serie no puede ser representada por un modelo lineal su distribu
ión no puede

ser normal, ya que por de�ni
ión 
ada 
ombina
ión lineal de una distribu
ión nor-

mal debe ser ne
esariamente normal también. Enton
es, las 
urvas de luz estudiadas

tienen una distribu
ión no gausiana y además se demuestra que sus series dis
retas

vienen de una fun
ión no analíti
a, y de ahí que no sean series de 
uadrado sumable.
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Capı́tulo 9

Con
lusiones

E
n este 
apítulo resumimos las 
on
lusiones prin
ipales de este trabajo de tesis

y las 
onse
uen
ias que se derivan de ellas. Estas son:

� Se ha desarrollado una nueva té
ni
a para el relleno de hue
os basada en modelos

ARMA orientada a la sustitu
ión de los datos no-válidos de las 
urvas de luz

de CoRoT. El método 
onsiste en el modelado lo
al de los segmentos de datos

válidos en torno a 
ada hue
o y una predi

ión a partir de estos modelos de los

datos en el hue
o. Este método supera las limita
iones intrínse
as al método

estándar a
tualmente utilizado para 
orregir las 
urvas de CoRoT y que se basa

en una interpola
ión lineal. El 
ódigo MIARMA desarrollado en este trabajo

ha sido re
omendado por el Comité Cientí�
o de CoRoT para ser el algoritmo

que 
orrija los datos mar
ados 
omo no válidos por el satélite en el Nivel 3.

� Se ha desarrollado una rutina de dete

ión de fre
uen
ias (FRECS) para los

tests del método de interpola
ión que no requiere ajustes de mínimos 
uadrados

ni té
ni
as de prewhitening, de modo que no introdu
e ningún sesgo debido al

error en la estima
ión de los parámetros.

� Los resultados obtenidos al apli
ar el método de relleno de hue
os a la 
urva

de luz de la estrella de tipo solar HD 49933 muestran que, si bien los efe
tos

de la interpola
ión sobre el espe
tro son menores en series 
on el 
ontenido en

fre
uen
ias que poseen estrellas de este tipo, no son despre
iables y deben ser

tenidos en 
uenta. En 
on
reto, se muestra que la apli
a
ión del método redu
e

los efe
tos 
ausados por las interpola
iones de tipo analíti
o, ha
iendo posible

una mejor determina
ión de los parámetros de 
ada línea.
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� El análisis de periodi
idades de las fre
uen
ias dete
tadas en la 
urva de luz

de HD 174966 muestra que la interpola
ión ARMA permite una mejor deter-

mina
ión de las 
uasioperiodi
idades de las fre
uen
ias dete
tadas en estrellas

δ S
t.

� El he
ho de que el espe
tro de poten
ias de una estrella Be 
on pulsa
iones de

bajas fre
uen
ias se vea mu
ho más afe
tado por los alias que en el test numéri
o

llevado a 
abo en � 5.1.1.1 puede impli
ar que la señal 
ontenida en su 
urva de

luz no provenga de una fun
ión subya
ente de tipo analíti
o.

� La interpola
ión ARMA en la 
urva de luz de la estrella tipo solar HD 49933

revela una estru
tura �na que no se dete
ta mediante análisis de Fourier y que,

por la propia de�ni
ión matemáti
a de los modelos ARMA, no puede identi�-


arse 
on ningún tipo de ruido. Esta estru
tura es una propiedad inédita en


ualquier tipo de series temporales de estrellas pulsantes.

� Los resultados obtenidos en la parte II de esta tesis sugieren que al desajuste

entre modelos teóri
os y observa
iones en astrosismología puede 
ontribuir el

sesgo en las herramientas de análisis que se utilizan. Para profundizar en este

aspe
to hemos diseñado un test de analiti
idad de la fun
ión subya
ente a una

serie temporal. El test está basado en la de�ni
ión de un nuevo parámetro que

hemos llamado 
one
tividad, que está estre
hamente rela
ionado al 
oe�
iente

de no-diferen
iabilidad introdu
ido por Wiener.

� Hemos utilizado este test para 
ara
terizar las propiedades de la fun
ión subya-


ente de series temporales pro
edentes de observa
iones por satélite de estrellas

pulsantes. En 
on
reto, hemos 
ara
terizado las series de la δ S
t HD174936

observada por CoRoT, de la estrella KIC 006187665 observada por Kepler, de

velo
idades radiales del Sol observadas por SoHO/GOLF, y de la estrella 
on-

stante HD181072 observada por CoRoT. De�nitivamente, los resultados mues-

tran que, ex
epto la estrella 
onstante, las series temporales de las demás estre-

llas provienen de una fun
ión no analíti
a.

� La no analiti
idad hallada en las series temporales estudiadas en la Parte III

impli
a que la fun
ión subya
ente 
uyo muestreo da lugar a las series observadas

puede no ser desarrollable en una serie de Fourier.

� El efe
to puesto en eviden
ia en la Parte III del trabajo de tesis es independiente

de la té
ni
a, instrumento, y objeto observado. Se ha demostrado que la no

analiti
idad es una propiedad intrínse
a de las series temporales analizadas.
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� El periodograma de las series temporales, obtenido a través de transformadas

dis
retas de Fourier, que debe 
onverger a un valor real, sin embargo, no está

garantizado que sea una estima
ión no sesgada de la densidad espe
tral de la

fun
ión subya
ente.

� En 
onse
uen
ia, los resultados apuntan a que el 
on
epto de dete

ión no

ambigua de una fre
uen
ia, identi�
ada en astrosismología 
omo un máximo

estadísti
amente signi�
ativo en el periodograma, debería ser re
onsiderado.
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Capı́tulo 10

Trabajo futuro

L
os resultados obtenidos muestran que el uso de herramientas tradi
ionales para

la determina
ión de fre
uen
ias en series temporales de estrellas pulsantes 
on-

lleva sesgos de interpreta
ión 
uando se 
omprueba que no se veri�
an las hipótesis

en las que están basadas los teoremas de base de di
has herramientas. Conse
uente-

mente, se han desarrollado algoritmos para 
omprobar estas hipótesis y llevar a 
abo

un análisis de fre
uen
ias no sesgado. Las líneas de trabajo futuro pasan por el

aprove
hamiento de di
has herramientas y la explora
ión de las nuevas perspe
tivas

que se abren por su apli
a
ión masiva a las bases de datos ya existentes. Con
reta-

mente, el test de analiti
idad que 
omprueba la 
onsisten
ia del análisis armóni
o de

las series temporales de estrellas pulsantes haría imperativo bus
ar una des
rip
ión

alternativa de sus 
urvas de luz. En este sentido, las líneas de trabajo futuras son:

� Utilizar las 
one
tividades para 
orregir las series temporales de la no analiti-


idad generando así nuevas series que puedan ser des
ritas en términos de fre-


uen
ias de Fourier.

� Apli
a
ión del método de las 
one
tividades a otras estrellas distintas a la

HD174936, que no tengan envoltura 
onve
tiva.

� Profundizar en el estudio de la es
ala de la no analiti
idad des
ubierta en las

fun
iones subya
entes a las series temporales de estrellas pulsantes.

� Bus
ar una interpreta
ión físi
a a las fre
uen
ias dete
tadas, lo que nos llevaría

a estudiar la rela
ión de la no analiti
idad 
on las observa
iones y su posible

origen en el 
on
epto de teoría de la medida.

� Estudiar la rela
ión de la no analiti
idad 
on los distintos problemas que surgen

al ajustar modelos y observa
iones 
omo, por ejemplo, el enorme número de

fre
uen
ias dete
tadas y su rango entre las estrellas de tipo δ S
t, así 
omo las
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diferen
ias 
ono
idas 
omo efe
tos de super�
ie entre fre
uen
ias observadas y

predi
has en estrellas de tipo solar.
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Apéndices A

El programa de análisis de fre
uen
ias

FRECS

Para la dete

ión de fre
uen
ias se ha desarrollado un algoritmo de dete

ión de pi
os

basado en el periodograma Lomb-S
argle y asumiendo ruido blan
o, es de
ir, toda


omponente sea esto
ásti
a o no, 
uyos valores no son estadísti
amente independientes

y 
on distribu
ión gausiana se toma 
omo parte de la señal 
uyas fre
uen
ias son

analizadas.

Una vez re
onstruida la señal en los hue
os, la serie que re
ibe el programa FRECS


omo input está muestreada uniformemente y por tanto, puede ser estudiada medi-

ante una FFT (Fast Fourier Transform). Esto ha
e el algoritmo 
omputa
ionalmente

mu
ho más e�
iente que aquellos que requieren un nuevo ajuste 
ada vez que se de-

te
ta una fre
uen
ia. En lugar de realizar un prewhitening para eliminar los efe
tos

del leakage, el programa FRECS ha
e uso de una fun
ión ventana de tipo Taylor 
uya

respuesta en fre
uen
ias puede verse en la Fig. A.1 en azul. Teniendo en 
uenta la

respuesta en fre
uen
ias de la ventana Taylor, los lóbulos que apare
en en torno a


ada pi
o en el espe
tro de fre
uen
ias de la serie temporal debido a la 
onvolu
ión

de la fun
ión sin
 (transformada de la fun
ión 
aja que representa el intervalo de

observa
ión en el dominio del tiempo) se ven atenuados por 
ompleto y puede llevarse

a 
abo una dete

ión de fre
uen
ias pi
o a pi
o en base a 
riterios de signi�
an
ia

simplemente sin tener que ha
er uso de ningún método adi
ional para eliminar 
on-

tribu
iones espúreas. En la literatura existen numerosas de�ni
iones de fun
iones

ventana, espe
ialmente en la literatura de ingeniería y análisis de señal. La respuesta

en fre
uen
ias que da 
ada ventana varía mu
ho según la forma de la fun
ión en el

dominio del tiempo. Así, una ventana de tipo Hamming tiende a 
on
entrar la po-

ten
ia en el pi
o prin
ipal 
on lo que éste tiene una an
hura muy estre
ha a 
osta de

que los lóbulos en torno al pi
o se reduz
an po
o. Por 
ontra, una ventana 
omo la

Flat Top redu
e 
onsiderablemente los lóbulos pero se pierde resolu
ión ya que el pi
o
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A. EL PROGRAMA DE ANÁLISIS DE FRECUENCIAS FRECS
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Figura A.1: La ventana Taylor en el dominio del tiempo y su respuesta en fre
uen
ias

(azul) 
omparada 
on una ventana Hamming (verde) y una Flattop (rojo). Fa
tor de

leakage de 0%, atenua
ión relativa de los lóbulos de -74.8 dB, an
hura del pi
o a -3 dB

igual a 0.050781.

prin
ipal aumenta en an
hura. La ele

ión 
orre
ta de la fun
ión ventana depende de

las 
ara
terísti
as de la serie a analizar. Así, si la observa
ión es 
orta y la resolu
ión

espe
tral, que es inversamente propor
ional, no es menor que la separa
ión entre las

fre
uen
ias de las 
omponentes de la señal, enton
es es mejor una ventana que tenga

una an
hura del pi
o 
entral redu
ida 
omo la Hamming. Sin embargo, para el 
aso

de los datos de CoRoT en que la resolu
ión espe
tral puede ser del orden de 0.1 µHz,

es mejor ele

ión una ventana en la que los lóbulos se reduz
an más para no introdu
ir

fre
uen
ies espúreas en la dete

ión.

La ventana Taylor es una fun
ión paramétri
a que se puede elegir de forma que

se obtenga una redu

ión de los lóbulos sin una 
onsiderable pérdida de resolu
ión.

Con
retamente, en este 
aso se han �jado los parámetros de la ventana de forma que

se obtenga un de
aimiento relativo entre el pi
o prin
ipal y los 4 primeros lóbulos de

-100 dB. Esto garantiza que los prin
ipales alias de 
ada fre
uen
ia, que son los de

mayor amplitud, queden atenuados por 
ompleto.

El límite de dete

ión que usa FRECS para de
idir si una fre
uen
ia es signi�
ativa

o no está basado en el 
o
iente señal-ruido SNR>4 sugerido en Breger et al. (1993).

Este es un 
riterio empíri
o que ha sido ampliamente utilizado en la literatura. La

estima
ión del error de dete

ión se realiza mediante la aproxima
ión de Montgomery

y O'Donoghue (1999).

El rango explorado por defe
to es de 0 a 1000 µHz pero el programa admite un

modo manual que permite explorar un rango distinto.

Para obtener las fre
uen
ias de pulsa
ión es importante que en la serie temporal de
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entrada del programa FRECS se eliminen posibles trends para quitar la 
ontribu
ión

de las fre
uen
ias muy bajas que puede distorsionar el espe
tro obtenido a partir del


ual se realiza la dete

ión.

fun
tion [ F , p f f tSmi l , f ℄ = f r e 
 s (S , dt , va ra rg in )

% Fun
tion [F, p f f t Sm i l , f ℄ = f r e 
 s (S , dt , vararg in ) d e t e 
 t s i g n i f i 
 a n t

% f r e qu en
 i e s in a time s e r i e s by i d e n t i f y i n g l o 
 a l maxima in the

% periodogram .

% Input : S = time s e r i e s in magnitudes

% dt = time sampling

% [F, p f f t Sm i l , f ℄ = f r e 
 s (S , dt , ' manual ' ) − inpu t parameters

% manually

% Output : F − a matrix o f f r e qu en
 i e s s o r t e d by ampl i tude wi th the

% f o l l ow i n g 
olumns :

% 1) Number

% 2) Frequen
y

% 3) Frequen
y Error

% 4) Amplitude in mmag

% 5) Amplitude Error

% 6) Phase ang l e

% 7) Phase Error

% 8) Signa l−to−Noise Ratio (SNR)

% p f f t Sm i l − periodogram in the range s e l e 
 t e d

% f − f r e qu en
 i e s f o r the periodogram

% Notes : I t works on ly f o r band−l im i t e d s i g n a l s and a time sampling

su
h

% tha t Nyquis t i s mu
h h i gher than the h i g h e s t s i g n a l f r equen
y .

%

% Des
r ip t i on : The program performs the FFT of the time s e r i e s

windowed

% with a s p e 
 i f i e d window fun
 t ion . The FFT i s padded wi th a f a 
 t o r rx

% and the r e s u l t i n g trans form i s used to 
 a l 
 u l a t e the periodogram .

The

% noi se l e v e l i s ob ta ined averag ing the b ins on a prede f ined range o f

% f r e qu en
 i e s . Then , s i g n i f i 
 a n t f r e qu en
 i e s are ob ta ined by peak

% de t e 
 t i on above a s i gna l−to−no i se r a t i o l im i t . The output o f t he

% program 
onta ins f r equen
 i e s , ampl i tudes , phases , and t h e i r

% 
orresponding e r r o r s 
 a l 
 u l a t e d us ing Montgomery and O' Donoghue

% approximation . Add i t i ona l l y , t he SNR of ea
h peak i s g i ven .

%

% Author ( s ) : Jav i e r Pas
ual−Granado

% $Date : 19/02/2014 19:55 $

disp ( 'FREQUENCY DETECTION ALGORITHM' ) ;

fprintf ( '  by Pas
ual−Granado ,  J . \ n\n ' ) ;

L = length (S ) ;

S = reshape(S , L , 1 ) ; % 
onv i e r t e en 
olumna

fprintf ( 'Data must be in  magnitudes\n ' ) ;

fprintf ( 'The sampling must be in  se
onds\n\n ' ) ;

% NaN and In f data i s f i x e d

i f ( isempty ( isnan (S) )==0) ,

S( isnan (S ) )=mean(S( isnan (S )==0)) ; % sus t i t u imos l o s NaN

end
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i f ( isempty ( i s i n f (S ) )==0) ,

S ( i s i n f (S) )=mean(S( i s i n f (S )==0)) ; % sus t i t u imos l o s In f

end

%% Parameters

i = find (str
mp ( vararg in , 'manual ' ) , 1) ;

i f isempty ( i )==0,

q = input ( ' Dete
t ion  l im i t  (SNR) :  ' ) ;

rx = input ( ' Oversampling :  ' ) ;

Nini = input ( ' Noise  range ( i n i t i a l ) :  ' ) ;

Nend = input ( ' Noise  range ( end ) :  ' ) ;

u = input ( ' Freqs .  in  − 1)  
/d − 2)  mi
rohz  − 3)  no un i t s :  ' ) ;

freqm = input ( 'Max .  f requen
y  to  exp lo r e :  ' ) ;

else

fprintf ( '<<Default  va lues>>\n ' ) ;

q = 4 ; % l m i t e de d e t e 
 
 i n ( d e f a u l t )

fprintf ( '  Dete
t ion  l im i t  (SNR) :  %d\n ' , q ) ;

rx = 20 ; % Oversampling ( d e f a u l t )

fprintf ( '  Oversampling :  %d\n ' , rx ) ;

freqm = 1000 . 0 ;

fprintf ( '  Max .  f requen
y  to  exp lo r e :  %8.3 f \n ' , freqm ) ;

Nini = 0 ;

Nend = 2000 ; % rango para h a l l a r e l ru ido

fprintf ( '  Noise  range :  %8.3 f  to  %8.3 f \n ' , Nini , Nend) ;

fprintf ( ' Frequen
 ies  are  in  mi
rohertz \n ' ) ;

u = 2 ; % unidades

end

i f u == 1 ,

dt = dt /86400 ; % sampling in days

fnyq = 1/ dt /2 ;

fprintf ( '  Nyquist  f requen
y :  %8.4 f  d^−1\n ' , fnyq ) ;

disp ( ' Frequen
 ies  in  
/d ' )

fprintf ( '  Oversampling :  %d\n ' , rx ) ;

T = L*dt ; % tiempo de obse rva
 ion

fR = 1/T; % Rayle igh r e s o l u t i o n

df = fR/ rx ; % paso en f r e 
u en
 i a s

f = ( 0 : d f : freqm ) ; % ve
 t o r de f r e 
u en
 i a s en d^−1

fprintf ( '  Rayleigh  frequen
y :  %8.4 f  d^−1\n ' , fR ) ;

fprintf ( '  Frequen
y step :  %8.4 f  d^−1\n ' , d f ) ;

disp ( ' Amplitudes in  mmag ' )


 s t f = sqrt (3 ) /pi/T;

e l s e i f u == 2 ,

fnyq = 1e6/dt /2 ;

fprintf ( '  Nyquist  f requen
y :  %8.3 f  muHz\n ' , fnyq ) ;

T = L*dt ; % tiempo de obse rva
 ion

fR = 1e6/T; % Rayle igh r e s o l u t i o n

df = fR/ rx ; % paso en f r e 
u en
 i a s

f = ( 0 : d f : freqm ) ; % ve
 t o r de f r e 
u en
 i a s en muHz

fprintf ( '  Rayleigh  frequen
y :  %8.3 f  muHz\n ' , fR ) ;

fprintf ( '  Frequen
y step :  %8.3 f  muHz\n ' , d f ) ;

disp ( ' Amplitudes in  mmag ' )


 s t f = 1e6* sqrt (3 ) /pi/T;

else

fnyq = 1/ dt /2 ;

fprintf ( '  Nyquist  f requen
y :  %8.3 f \n ' , fnyq ) ;
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T = L*dt ; % tiempo de obse rva
 ion

fR = 1/T; % Rayle igh r e s o l u t i o n

df = fR/ rx ; % paso en f r e 
u en
 i a s

f = ( 0 : d f : freqm ) ; % ve
 t o r de f r e 
u en
 i a s en uds i n v e r s a s

fprintf ( '  Rayleigh  frequen
y :  %8.3 f \n ' , fR ) ;

fprintf ( '  Frequen
y step :  %8.3\n ' , d f ) ;

disp ( ' Amplitudes in  mmag ' )


 s t f = sqrt (3 ) /pi/T;

end

%% Main 
ode

N = rx*L ;

% Noise range indexe s

Nini = 1+round ( Nini / df ) ;

Nend = round (Nend/df ) ;

% Windowing wi th Taylor fun
 t i on . Fina l ampl i tudes are 
 a l 
 u l a t e d from

S1

% ( unwindowed time s e r i e s )

S1 = S ;

w = tay lo rw in (L,6 ,−100) ;

S = w.* S ;

% FFT with rx padding

i f rx==1,

f f t S 1 = f f t ( S1 ) ;

f f t S = f f t (S ) ;

else

f f t S 1 = f f t (S1 ,N) ;

f f t S = f f t (S ,N) ;

end

% Periodogram

p f f t S1 = 2*abs ( f f t S 1 ) /L ;

p f f t S = 2*abs ( f f t S ) /L ;

% Frequen
y range exp lo red

p f f t Sm i l 1 = p f f t S1 ( 1 : length ( f ) ) ;

p f f t Sm i l = p f f t S ( 1 : length ( f ) ) ;

% Minimum peak separa t i on

i f rx >2,

sep = rx−1;

else sep = 2 ;

end

% To avoid problems wi th power 
 l o s e to zero f r equen
y we do not 
ount

the

% f i r s t i 0 b ins

i 0 = 2 ;

p f f t Sm i l 1 ( 1 : i 0 )=0;

p f f t Sm i l ( 1 : i 0 )=0;

% Noise l e v e l e s t imat ion
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no i s e = mean( p f f t S ( Nini : Nend) ) ; % noi se l e v e l

% Finding l o 
 a l maxima

[ pks , l o 
 s ℄ = f indpeaks ( p f f tSmi l , ' minpeakdistan
e ' , sep ) ;

% Orig ina l ampl i tudes are re
overed

pks1 = p f f t Sm i l 1 ( l o 
 s ) ;

% S i g n i f i 
 a n t f r e qu en
 i e s are determined us ing f a 
 t o r q as l im i t f o r SNR

ind = find ( pks > q* no i s e ) ;

pks1 = pks1 ( ind ) ' ;

i f isempty ( ind )==1,

fprintf ( '<<No s i g n i f i 
 a n t  f r e q u e n 
 i e s  dete
ted>>\n ' ) ;

return ;

else

l o 
 s 1 = l o 
 s ( ind ) ;

i f u==1 | | u==2,

% ampl i tudes and no i s e 
hanged in t o mmag

pks1 = 1e3*pks1 ;

no i s e = 1e3* no i s e ;

% s i g n i f i 
 a n t f r e qu en
 i e s

f r e q = f ( l o 
 s 1 ) ;

% i n i t i a l phase o f the s i g n i f i 
 a n t f r e qu en
 i e s

f a s e = angle ( f f t S ( l o 
 s 1 ) ) ;

else

f r e q = f ( l o 
 s 1 ) ;

pks1 = pks ( ind ) ' ;

f a s e = angle ( f f t S ( l o 
 s 1 ) ) ;

end


onst = sqrt (2/ pi ) ;

% ampl i tud e r r o r s in mmag

errA ( 1 : length ( pks1 ) ) = 
onst * no i s e ;

% phase e r r o r s

e r r f i = 
onst *( no i s e . / pks1 ) ;

% frequen
y e r r o r s

e r r f r e q = e r r f i * 
 s t f ;

% Signa l−to−Noise Ratio

snr = pks1/ no i s e ;

l f = length ( f r e q ) ;

nnn = 1 : l f ;

f r e q = reshape( f req , l f , 1 ) ;

e r r f r e q = reshape( e r r f r e q , l f , 1 ) ;

pks1 = reshape( pks1 , l f , 1 ) ;

errA = reshape( errA , l f , 1 ) ;

f a s e = reshape( f a s e , l f , 1 ) ;

e r r f i = reshape( e r r f i , l f , 1 ) ;

snr = reshape( snr , l f , 1 ) ;

F0 = [ f r e q e r r f r e q pks1 errA f a s e e r r f i snr ℄ ;

% sor t by ampl i tude
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F0 = sor t rows (F0 , 3 ) ;

% Matrix 
on ta in ing the output o f t he program

F = [ nnn ' f l ipud (F0) ℄ ;

end
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